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BUT ET MARCHE DE CET OUVRAGE. 


Les transcendantes elliptiques de première espèce, 
et leurs fonctions inverses, se présentent maintenant 
dans toutes les recherches analytiques ayant pour but 
d’étendre le champ des mathématiques appliquées. 
Leur étude ne peut donc tarder à s’introduire dans 
l’enseignement classique. Le Cours actuel a pour objet 
}>rincipal d’indiquer comment il conviendrait de diri- 
ger cette étude. 

La théorie dont il s’agit, inaugurée par des formules 
dues à Euler, n’avait fait que des progrès lents et pé- 
nibles pendant un demi-siècle, lorsque Abel reconnut 
la double périodicité des fonctions inverses, et réso- 
lut généralement le problème de la multiplication 
des transcendantes. Presque immédiatement, Jacobi 
trouva la solution générale du problème de leur trans- 
formation. Ainsi s’est élevée la branche d’analyse qui 
est aujourd’hui considérée comme étant la plus fé- 
conde ou la plus riche d’avenir. 

Peu d’années après ces deux grandes découvertes, 
ayant introduit la considération des surfaces iso- 
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thermes dans la théorie analytique de la chaleur, et 
voulant traiter l’ellipsoîde à trois axes inégaux, j’ai 
rencontré le système des coordonnées elliptiques, 
formé par trois familles de surfaces isothermes du 
second ordre, homofocales et orthogonales. Or, dans 
ce système, les trois variétés des transcendantes ellip- 
tiques de première espèce expriment respectivement 
la température sur les trois familles considérées isolé- 
ment, et les fonctions inverses des transcendantes 
sont les axes mêmes de ces surfaces. De plus, les 
nouvelles coordonnées m’ont conduit à un nouveau 
genre de développement en série d’une fonction don- 
née ; et les termes de la série sont les produits de po- 
lynômes, entiers et rationnels, de tous les degrés, for- 
més par les fonctions inverses ou par les axes des 
surfaces conjuguées. 

Cette application, qui a suivi de si près les décou- 
vertes théoriques, donne la définition la plus simple 
et la plus naturelle des transcendantes elliptiques de 
première espèce et de leurs fonctions inverses. Prise 
pour point de départ, et comme cadre d’étude, elle 
éclaircit singulièrement la théorie des nouvelles trans- 
cendantes, et même celle des anciennes. Elle conduit, 
sans difficulté et sans lacune, aux problèmes résolus 
par Euler, Abel, Jacobi, et ramène à l’unité les for- 
mules multiples de chaque solution. Enfin elle régu- 
larise l’emploi des coordonnées elliptiques, source 
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d’un grand nombre de recherches importantes, et qui, 
substituées aux coordonnées sphériques habituelles, 
doivent généraliser et transformer avec avantage 
toutes les branches de la physique mathématique, à 
commencer par la mécanique céleste. 

Telle est la marche que j’ai adoptée. Quelques mots 
maintenant pour répondre à deux objections que l’on 
pourrait faire dès l’abord, l’une au titre de l’ouvrage, 
l’autre à son début. 

Se proposer d’étudier exclusivement les fonctions 
inverses, n’est-ce pas négliger l’objet principal, pour 
ne s’occuper que d’un détail secondaire? L’illusion 
sera facilement détruite. La variable qu’exprime une 
intégrale transcendante est toujours, par sa nature 
propre, une quantité sans limites nécessaires, ou qui 
peut avoir toutes les valeurs comprises entre les deux 
infinis, négatif et positif : c’est, ou l’arc de cercle 
dans les questions de géométrie, ou le temps dans les 
problèmes de dynamique, ou la température sur une 
famille de surfaces isothermes; voilà essentiellement 
la variable indépendante. L’autre variable, celle qui 
entre sous le signe somme, est au contraire très-dé- 
pendante : elle a le plus souvent des limites finies in- 
franchissables, qu’elle atteint périodiquement; telle 
est la véritable fonction, celle dont il importe princi- 
palement d’étudier les propriétés. La transcendante 
elle-même n’a relativement qu’une importance secon- 
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daire : car la valeur numérique de la période, et plus 
généralement celle de l’intégrale entre des limites 
données, peuvent toujours s’obtenir approximative- 
ment à l’aide d’un développement en série conver- 
gente. 

Autrement : La variable indépendante étant assi- 
gnée, dans une recherche analytique, d’après le ca- 
ractère qui vient d’étre défini, s’il faut déterminer 
une fonction de cette variable dont on connaît seu- 
lement la première dérivée, il y a réellement deux cas 
à considérer : celui où cette dérivée est donnée à 
l’aide de la variable indépendante, et celui où elle est 
exprimée à l’aide de la fonction. Le premier cas se 
résout par la méthode des quadratures; le second 
exige l’emploi de la méthode d’étude des fonctions 
inverses. De là résultent deux branches distinctes du 
calcul intégral, l’une seule classiquement enseignée, 
l’autre, dont j’ai voulu rédiger le premier chapitre, et 
qui est la plus importante pour les applications. 

Partir d’une équation aux différences partielles, 
lorsqu’il s’agit d’étudier des fonctions d’une seule va- 
riable, n’est-ce pas aller à l’encontre des idées reçues 
sur l’ordre des matières qui composent le calcul infi- 
nitésimal? Cette objection pourrait être sérieuse en 
vue d’un cours d’analyse pure, mais en vue des ma- 
thématiques appliquées, la classification est toute dif- 
férente. Là les équations aux différences partielles sc 
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présentent les premières, et ce n’est qu’en procédant 
à leur intégration qu’on arrive aux équations diffé- 
rentielles ordinaires. Il existe d’ailleurs une analogie 
remarquable entre la méthode d’étude des fojictions 
inverses, et celle de l’intégration des équations aux 
différences partielles; la première rentre eu quelque 
sorte dans la seconde; et, de plus, l’une et l’autre 
procèdent par vérification. 

Si, dans la suite de l’ouvrage, d’autres objections 
peuvent naître, je pense que le texte et les réflexions 
qu’il contient suffiront pour les réfuter. (Cependant, 
à l’une d’elles la réponse manquerait, sans une addi- 
tion que j’indique ici à cause de son importance : il 
s’agit des tableaux (lo) et (i i), pages 84 <^t 85, qui ne 
remplissent qu’imparfaitement leur objet, et qu’il faut 
modifier d’après la règle établie au commencement 
de l’appendice à la douzième leçon.) 

• La notation que j’ai employée étant exigée par la 
définition d’où je suis parti, et par les applications 
qui terminent le Cours, il était essentiel de traduire, 
dans son langage, les découvertes d’Euler, d’Abel et 
de Jacobi. Je ne crois pas que cette traduction leur 
ait nui ; il me semble même qu’elle les a éclaircies et 
simplifiées, en permettant d’exprimer chacune d’elles 
par une seule formule. 

Les dénominations que j’ai introduites m’ont paru 
nécessaires, pour signaler des origines, rappeler des 
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propriétés caractéristiques, constater des analogies 
ou des différences. Il en est dont je me suis d’abord 
servi, comme résumant les propriétés reconnues par 
une première étude, et que j’ai dû abandonner ou 
rejeter, après une étude plus complète qui démontrait 
leur insuffisance. 

Ces mutations sont inséparables de la méthode 
d’exposition que j’ai préférée, et qui consiste à suivre 
autant que possible la marche de l’invention, à sup- 
poser que l’on cherche et trouve successivement 
toutes les parties qui- doivent compléter la théorie 
qu’on développe. Si, dans un temps d’arrêt, on ré- 
sume par certains mots les propriétés déjà rencon- 
trées, ces mots cessent d’être exacts après de nou- 
velles excursions. C’est ce qui arrive, sur une plus 
grande échelle, pour toutes les sciences progressives, 
sans excepter les mathématiques : les dénominations 
les plus vraies à une époque, sont gênantes et fausses 
à une autre; malheureusement, on ne peut pas tou- 
jours s’en débarrasser aussi facilement. 



XI 


TABLE DES MATIÈRES. 

La ligne qui suit le titre spécial de chaque paragraphe, développe 
ou complète ce titre. Quand elle est j)récédée d’un astérisque * , elle 
indique un sujet différent, traité accessoirement dans le paragraphe. 

I 

Fagas . 

But et uarche de cet ouvrage v 


PREMIÈRE LEÇON. 

Surfacea isothermes. — Condition de l'isotlierniie. — Paramàtre 
thermométrique. — Fonctions iiivcraes. 

§ I. — Définition des surfaces isothermes i 

Paramètre thermométrique a. 

§ 2. — Problème de l’étiuilibre de temperaturu 2 

Doux parois isothermes ayant des températures fixes. 

§ 3. — Recherche tics surfaces isothermes 3 

Paramètre géométrique >. 

§4. — Condition de l’isothermie 4 

Rapport isothermique. 

SB. — Détermination du paramètre thermométrique â 

Par l’équation ^ = y (A). 

§6. — Cylindres paraboliques humu focau-x 6 

Le paramètre de la base est > = «s*. 

§7. — Sphères conceiitrit/ucs 8 


E 

' § 8. — Cylindres à base circulaire O 

Le rayon de la base est > = «e* . 

§ 9. — Paraboloïdes de révolution ft 

Le paramètre de la méridienne est / = ac^ . 


Digitized by Google 


XII TABLE DES MATIÈRES. 

Page». 

§ 10. — Cyjf mires elliptiques et hyperboliques »i 

* E (e) et C{‘) sont les cosinus et sinus hyperboliques. 

§ 11. — Multiplicité des paramètres géométriques i3 

\ = cE(t), V = ct(s), pour les cylindres elliptiques. 

>. = ccos£, X'=csine, pour les cylindres hyperbo- 
liques. 

§ 12. — Définition des fonctions inverses. i4 

* Potentiel et surfaces de niveau. 

DEUXIÈME LEÇON. 

Surfaces homol'ocalos et isothermes du second ordre. — Cas dos surfaces de 
révolution. 

§ 13. — Surfaces Immofocalc^ du second ordre 17 

& et c demi-distances focales, c> fc. 

8 14. — Cas des surfaces de révolution 19 

Quand b-=o, b = c. ^>c, X<c. 

§ 15. — Ellipsoïdes planétaires 20 

^ = csécE, V = ctangs, ou X = ccosécE, V=ccotE. 

8 16. — Hypertfoloïdes de révolution à une nappe ■ 2 a 

À = cllsécE, V = clItangE. . ■’ 

8 17. — Urperboloïdes de rémlution à deux nappes 24 

^ = cHtangE, /.'=cHséce. 

§ 18. — Ellipsoïdes ovaires a5 

). — c H cot e , >' = cH coséc e. 

8 10. — Fonctions inverses introduites ’ aG 

Trigonométriques et exponentielles. 

8 20. — Transcendantes rencontrées 27 

S’intégrant par arc de cercle, ou par iogaritlime. 

8 21 . — Tiéeessité de nouvelles fonctions., 28 , 

* Tableaux des derniers exemples. 

TROISIÈME LEÇON. 

Méthode d'étude des fonctions inverses. — Procédé de transformation. — 
Introduction des Imacinaîres. 

8 22 . — Développement tC une fonction inverse 3i 

Pâr^=: ï (U et Mo) = V 


Digitized by Google 


TAISLE DES MATIÈRES. 


XIII 


Pagos. 


§ 23. — Méthode d’étinlc (t’une fonction i/icrrse 3a 

X = >, (a), y = X (6), Z = ). (g ± P) = F (.f, y); 
trouver F. . 

§ 2i. — Conditions générales 3'a 

l“./=-X„ z=.r. a". .r= z = ± 7. 3”. z = X(a+f»|, 

Z symétrique en x et r. 

§ 23. — Fonctions inverses tirs ry/indirs /ij'perholù/ues 33 

Exemple où ~ = i — 

(t t 

§ 2C. — Condition spériale 34 

Si z = ).(g — ^), quand x= 1, z = \/i — y-, 

§ 27. — Application de la méthode 3.’) 

Donnant z et \/t — en (.r, y). 

îj 28. — Formules et périodicité 3t> 

* Définition d’une fonction impaire, ou paire. 

§ 29. — Détermination de la jtériode 37 

D’aprè.s une propriété de l'iiyperbole. 

§ 30. — Avantages de cette application 38 

Donnant analytiquement sin (x±fj) et cos(a± p). 

§ 31 . — Fonctions inverses des ellipsoïdes planétaires 3{) • 

Exemple du procédé de. transformation. 

§32. — Formules et propriétés 4<’ 

Déduction de tang ( a ± ^ ) et séc ( a ± ^ ). 

§ 33. — Introduction des imaginaires 4* 

* Marche d’un nouvel enseianoment. 

§ 34. — Origine des périodes imasinaires 43 

* Mobilité necessaire des programmes. 


QUATRIÈME LEÇON. 

Surfaces isothermes du second ordre, cas général. — Hyperboloïdcs à deux 
nappes. — Formules d’Euler. 


§ 35. — Transcendante e dans trois cas sénéraux 4-') 

Ou ^ i , OU é < i < c, ou >. > c. — Intégrales 

§36. — Fonctions inverses îles trois familles de surfaces 46 

Introduction des fonctions (A,, R,, C,). 


Digrtized by Google 


XIV 


TABLE DES MATIÈRES. 


Panes ■ . 

8 37. — Relations algébriques cl dijférentielles 47 

•Rapport k= son complémentaire k' — y/i — XL 

§ 38. — Nouvelle application de la méthode irélmlf 4^ 

A la fonction \{e). 

8 39. — Condition spéciale 4i) 

Quand b = c, z = l\ lang ( a 

g 40. — Détermination de la fonction F. . 5o 

Donnant z, et yV— z^ on {■v,x)‘ 

g 41. — Formules <P Euler 5a 

Donnant les (A, B, C) de (a ± 

g 42. — Pmprirlt'x des fonrlions (A, B, C) 5a 

* Formules donnant les (A, B, C) do (a — e). 

g 43. — Périodicité. Aixdojrws 54 

Périodes 4<^ ot ao. — Dénominations. [ 

g 44. — Limite de la jtériotle 55 

TT 

L'intégrale définie ct surpasse 

g 4.^. — Tracés graphiques 55 

Courbes dont (A, B, C.l sont les ordonnées et t l’ab - 
scisse. 

g 4fi, — Classement de propriétés 58 > 

• Marche adoptée. — Mutabilité des (A, B,C). 

CINQUIÈME LEÇON. 

Transformations réelles entre les {K-, 11^., C^) cl les (.V. , B|. , C' ). —Généralité 
de la période réelle. ‘ 

g 47. — Sj'stè/ne conjugué 6i 

Changeant k en /■', ( A^ , B, , Cj ) en ( A ■ , Bj , C' ), g, en . 

g 48. — Transformation des ( A, , B, . C, ) e/t (A', B', C') 63 

Les intégrales ta, et ta' sont égales. 

§ 49. — Transformation des (A,, B,, C,) en (.4, B, C) 64 

Les intégrales et o sont égales. 

g 50. — Propriétés des ( A, , B, , C,) GO 

Périodes ?.c'. 4’^'- 


Digitiied'by Gôôgle 


• ■ - TAI'.r.K mes MATIKIIES. XV 

Pages . 

§ 51. - PmprifUés fies (A,, B.,, C.J 67 

Périodes -a ts. 

ÿ ri3. — Classement des neu f fonctions ()8 

Seules fonctions impaires (A, B, , C,). 

§ 53. — Tracés graphiques^ 68 

Courbes dont les (A,, B,, C,) sont les ordonnées. ^ 

ÿ Si. — Formules dv tontes les trnnsformatinns rcrtlcs 71 

Entre les (A,, B^, C,) et les (A[, B|, C'). 

§ 5S. — GènvrnlitP de Ut jiérioile réelle 7a 

Formée avec «ï ou o' pour tous les ( A,, B,, C,-, Aj, B' , C[). 

S} ■')6. — Anomalies aux limites de k 73 

* Prévision d’une période, imaginaire. 


SIXIÈME LEÇON. 

Transformations imaginaires. — Double périodicité. — Multiplication des 
transcendantes. — Découverte d’Abel. 

1$ ,^7. — De finition iftinc tran.sfonnatiun imaginaire 75 

Exemple par Htano(st/— 1) =Ç — i tang». 

§ 58. — Méthode de recherche 76 

Par F (sj/— 1) = >/— I G(e), F et ü fonctions im - 
paires. 

§ 5t), — Condilion tPunc transformation imaginaire 76 

F et G étant des (A, B,, C, , A', B',, C,). 

§ 60. — Transformations imaginaires des ( A,, B,, C,) . . 78 

Donnant exclusivement six groupes. 

§ Cl . — Périodes imaginfiires. Double périodicité 79 

Les périodes imaginaires sont en c V— 1 et g y/— 1 . 

§ 62. — Transformutions comp/r/iicritnircx 8t 

Entre les (.A,., B„ CJ seuls. 

§ 63. — Valeurs annuUmt les fonctions inverses 83 

Réelles pour cinq, imaginaires pour quatre. 

S Ci. — Valeurs rendant infinies la fonctions- inverses 8.f 

Li;s mêmes |M)iir ctiaqtio indice. 

( 


Digitized by Google 


XVI TABLE DES MATIÈRES. 

Pagps . 

!j 6f>. — MuUiplkaÜnn des transcendantes 85 

Par F(/<s) en P(5), F étant un (A,. B,, C,). 

66. — Déroufcrte (TAbet 87 

* DitTcrcnces des ( A., H., (U- 


.SEPTIÈME lÆÇON. 

CaracliTe général des (A-, C;). — Compléments naturels. — Formule 

unique comprenant toutes les formules d’F.uler. 

§ 67. — Hnppcl fif s formules rfEulrr en (.4, B, C) 8 q 

Donnant los (A, B, C) de (a ± B). 

§ 68. — I^'tir trnnsformntion <•« ( A, , B, , C, ) 90 

Par les formules du g Ai). 

§ 69. — Symélrif; du dénominateur 91 

Ayant quatre formes dilTcrentos. 

S 70. — Isolement des ( A, , B, , G, ) qa 

Par élimination et réduction. 

§71.— Analogie tics fornmlcs ( A, , B, . C, ) 98 

Donnant les (A,, B., (i, ) de [g— (adrg||. 

§ 72. — Formule unique pour les (Aj, B,-, C,) 9.5 

Équation qui régit toutes ces fonctions inverses. ' 

§ 73. — l'érificotion pour les (A, B, Cl o5 

.A l’aide d’une des transformations imas;inaires. 

§ 7A. — Véri ficnlion /mur fet ( A, , B, , C, ) 97 

K l’aide d’une, des transformations complémentaires. 

§ 7S. — Caractère général des (A, , B, , C, ) 99 

■\ l’aide d’un coeflicient g et d'une ronstante G. 

§ 76. — Seconde forme du carartère général 100 

Réduisant à une seule les formules d’Euler. 

§77. — Complément ntUiirel lot 

(G — s), G rendant infinie la fonction inverso. 

§ 78. — Formules complémentaires loa 

Introduction des coF.. 

§ 7i). — Traduction simple des formules (P Euler io3 

* Le caractère ;4énéral pi»rsiste aux limites de k. 


Digilized by Google 


TABLE DES MATIÈRES. 


XVII 


» HUITIÈME LEÇON. 

Systimc tripla Je surfaces itotherme» et orthogonales. — Coordonnée» 


§80. - 

nouvelles. — Variétés des surfaces conjuRuéea. 

io5 

Pa 

Surfaces isothermes simultanées 


Les (A,, B., C,), groupés par indices, sont leurs axes. 


xo 

CO 

1 

Coordonnées nouvelles 

106 


Les { i) groupent les ( A,, B,, G,) par les lettres. 


§82. - 

Signes ries (oordonnées 

IQ^ 


X change de signe avec a , y avec P , z avec y. 


§83. - 

Eléments des intersections 

108 


Ou arcs élémentaires dS, en (a, P, 7 ). 


§84. _ 

Usage de ces éléments 

tio 


Rectifications, quadratures, mesures de volumes. 

§85. — Variétés des hjrperboloïdes a deux nappes 1 1 1 

Entre a = o, et a = a. 

§ 86. — Variétés des hjrperboloïdes h une nappe i iî 

Entre p = o, et p = o'. 

§87. — Variété des ellipsoiïles ii3 


Entre 7 = 0 , et 7 = sr. 

§ 88 . — Définition des signes 

. î l3 

Résultant de ces variétés. 


§ 89. — Hyperbole ombilicale. Ellipse focale 

ii4 

Courbes limitrophes des surfaces conjuguées. 


§ 90. — "Application des éléments 

1 15 

Intégrale triple déduite du volume de l’ellipsoïde. 


§ 91 . — Conoïde 7 = a 

. 1 16 

Surface exprimée par les nouvelles coordonnées. 


§ 92. — Courbe 7 = P = a , quand 

• i'7 

V» 

* Règle pour le choix d'une variable indépendante. 


b 




Digitized by Google 




XVIII TABLE DES MATIÈRES. 

NEUVIÈME LEÇON. • 

Déformations des (A;, B., C,.) aux limites do A. - Systèmes des ellipsoïdes 
planétaires et ovaires. — Système sphérique général. 

Pages. 

§ 93 . _ Résumé du système général lai 

Par les coordonnées thermométriques ( g , p , 7 ). 

g 91 . _ Généralité. Anomalies t*4 

Chaque valeur de k donne un système semblable. 

R 9 g. _ Indétermination lorsque k = o » ta4 

Disparition des su r fa c es au p a r amèt r e « . 

§ 96. — Transformation des (A, B, C) e/z 

Par A(g) = / sin9 et Q = ,L». 

§ 97 . Système des ellipsoïdes planétaires t^7 

I .PR MirfaeBs a sont des plans méridiens. ^ 

g 9 g. _ Premières déformations rfev (A^, Bj, Cj) 128 

^ ’t 

Les périodes en o' sont munies , et o — 

g 99 . Imlétermination lorsque 4 = >29 

Disparition des surfaces au param6trë~p: 

g 100 . — Transformation des {A,, B,, G,) en tlî>p ‘^9 

Par B, (fi) = 4'sin-ji et'|' = T(î»p. 

§ 101. — Système des ellipsoïdes ovaires i3f 

Les surfaces fi sont des plans méridiens. 

§ 102. — Deuxièmes déformations des (Aj, B, , Cj) i3a 

Les périodes en g sont infinies , et o' = - • 

§ 103. — Système sphérique général ‘43 

Sphères concentriques et cônes homofocaux. 

g 104. — Application nouvelle des r/S^ «34 

Intégrale double déduite de la surface de la sphère. 

S 105. — Système sphérique particulier «34 

* sin e et cose ne sont pas des ( A,, Bj, Gj). ‘ 


Digitized by Gop.gIe 


TABLE DES MATIÈRES. XIX 

DIXIÈME LEÇON. 

k 

Problème delà transformation des transcendantes. ""Solution géniSfalo 



découTerle par Jacobi. 


8 106. - 

Problème de la transformation 

l'âge». 

.TV7 


k est le module. — Notation A(s; / ). 


S 107. — 

Théorème préliminaire 

.. i38 


Sur trois polynômes vérifiant une équation posée. 


8 108. - 

Consétjuence iVune formule <F Euler. 

.. i4i 


De celle qui donne A(a±P). 


§ <oi)- - 

Énoncé de la solution de Jacobi 



Où A(t; X), r- 


8 110 . - 

Transformation de eet énoncé 

143 


Exemples où le degré p est 5 et 7 . 


S 111. - 

Déduction de r 

145 


A l’aide des valeurs qui doivent l’annuler. 


§ 112 . - 

Valeur de la constante m 

■ 46 


Introduite au dénominateur do la valeur dej'. 


§ 113. - 

Déduction de 1 — 

'47 


Par changement de signe de x, et par multiplication. 


§ 114. - 

Nouveau module 

>47 


èx I y' 1 

Tel que - changé on - transforme 4 en -• 



, k X t 7 


§ 113. - 

Déduction de \/ 1 — jè 

148 


A l’aide de C 4 >tte transformation. 


§ 116. - 

Vérification de la solution 

>4ç> 


Par le théorème préliminaire. 


§ 117.- 

Formulet des nomelles fonctiom inverses... 

i5t 


* Inconvénients de la notation de VamplUiide. 


ONZIÈME LEÇON. 

a 

Double solution de la transformation des transcendantes. — Nouvelle 
solution de leur multiplication. 

S 118. — Nouvelle notation pour tes u et p' l53 


Représentés par K cl K' pour le module k. 

■> b. 


Digitized by Google 


XX TA’BLE DES MATIÈRES 


Pane». 


8 119. — Multiplicité des valeurs de A(/) i54 

Résolution de l’équation A (pi ) = k. 

S 120. — Transformation [ri par i réel i55 

t = K : p; nouveau module /<■ 

§ 121. — Transformation [f\pari imaginaire i56 

t = ± K 4- (<'— K'I \/— 1 , i'= K' : p; module g. 

§ 122. — Notation tlcsy^, i38 

et ^ en j = A(»; / ). 

§ 123. — Changement de t en s.^-~\ dans [r] 169 

On passe aux (A', .B', C') de 

§ 124. — Changement de t en t <J — i <lans (p) 161 

On passe aux (A', B', C') de 

§ 125. — Théorème des (T >.?'') 

£ Ê - 

Les fonctions de chaque groupe sont conjuguées. 

§ 126. — Distinction entre [ri et fp] i65 

Par la première K = ftpH , par la seconde K = >.G. 


§ 127. — Relations des rapports —, i65 

al 

On trouve K:K'=pH:H', etG:G'= pK;K'. 

§ 128. — Retour à k par [pi après [ri 1C6 


U) cocincifini a nevien t — 
it£ 

§ 129. — Nouvelle solution de la multiplication 167 

fpl après [r] donne A (p>; k] en A(t; h). 


DOUZIÈME LEÇON. 

> 

Extension des deux transformations à tous les (A-, C,.). — Échelle» 

descendante et asnendantn. 

§ 130. — Transformations par les [h. , B, C) 169 

Chaque {A, B, ou C) nouveau s’exprime par l'ancien. 

§ 131. — Transformations desrendante ri ascendante 171 

On a /( <A et g'> h. 


Digitized bv 


TABLE DES MATIÈRES. XXI 

PaRot. 

§ 132. — Tramfurmaüons de i par les (A, B, C) 17 a 

t s’exprimant ou par A, ou par B, ou par C. 

§ 133. — Transformations par les (A', B', C') 173 

Comme préparation aux suivantes. 

§ 13t. — Transformations en (A,, B,, C,) 174 

Chaque ( A, , B,, ou C,) nouveau s’exprime par l’an- 
cien. 

§ 135. — Transformations de e par fef (A, , B, , C,^ 176 

t s’exprimant ou par A, , ou par B, , ou par C, . 

§ 136. — Transformations en ( A., D,, C, ) 177 

Chaque ( A, , B, , ou C, ) nouveau s’exprime par l’an - 
cien. 

§ 137. — Transformations de t par les ( A, , B, , C, ) 180 

t s’exprimant ou par A, , ou par B, , ou par C,. 

§ 138. — Généralisation des transformations 181 

Variabilité du degré p. 

§ 139. — Échelle descendante i8i 

• X>A>A, >//,... s = fi, /X,... ^ e. — Approxi- 

mation. 

8 lAO. — Échelle ascendante i83 

* < g < g, • • « = XX, — Approxi - 

mation. 

8 iil. — Problème des échelles m 

Dont on possède la solution générale. 

APPENDICE A LA DOUZIÈME LEÇON. 

Règle ix>ur former les séries des valeurs qui annulent ou rendent 
infinis les (A., B„ C.) i85 

Formules donnant les valeurs des co F, (t /— i) 187 

Vérification directe de toutes les formules des transformations par 
le8(A,,B„C,) 

Formule générale, obtenue à l’aide des coF,, qui comprend ou 
résume toutes les formules de la transformation des transcen- 
dantes » ig3 


XXII 


TABLE DES MATIÈRES. 


TREIZIÈME LEÇON. 

a 

Applications. — Equation générale de l'équilibre des températures dans les 
ellipsoïde». 

Page». 

§ 142. — Objet d’une nouvelle étude igS 

Développer une fonction à l’aide des (A/, 

§ 143. — Problème général ' ig 6 

De l’équilibre des températures dans un corps solide. 

§ 144. — Conductibilités. Flux de chaleur iqy 

Définition. Loi physique. 

8 lAS. — iP’A/.r (le chaleur élémentaire 1 Q 7 

Ou qui traverse un élément de surface. 

§ 146. — Pour le prisme rectangle 198 

A, V = O en coordonnées rectilignes. 

§ 147. — Pour la sphère 199 

A,V = o en coordonnées sphériques. 

§ 148. — Pour PcUipsotile en généra! 20 a 

A, V = O en coordonnées thermométriques (a, P, 7 ). 

§ 149. — Pour V ellipsoïde planétaire ao5 

Par la fonction inverse intermédiaire JL « = 9. 

§ 150. — Pour f ellipsoïde ovaire 206 

Par la fonction inverse inleri^iaire ife p = ij». ' 

§ 151. — Flux de chaleur ellipsoïdaux 207 

Flux total. — Loi des flux élémentaires. 

QUATORZIÈME LEÇON. 

Csis divers du prisme rectangle. — Développements d'une fonction en 
coordonnées rectilignes. 

§ 152. — Question générale 211 

La surface du solide a des températures données. 

§ 153. — Prisme rectangle. Premier cas 211 

Poutre : trois faces à 0 °, V = F(.r) sur la cpiatrième. 

iin. — Détermination du terme simple 212 

Vérifiant A,,V = o; nul sur les trois premières faces. 

§ 155. — Théorème général 214 

* Série V. — Forme du déveloi>pemcnt de F ( j: ). 


TABLE DES MATIÈRES. 


XXIII 


Pages. 

§ l.%. — ynleur.K des coefficients aiG 

Isolés à l'aide Ju tliéorème précédent. 

§ 157. — Parties /mire et impaire... 217 

Nouvelles valeurs des coefficients. 

S 1S8. — Premiers développements 219 

Fonctioirimpaife en sin paire en eos 

8 159. — Prisme rectangle. Second cas '220 

* Poutre : ^ = o sur deux faces opposées. 

§ 160. — Seconds lUvekippcmcnts 22-2 


- a ’ %a 

8 161. — Parallclipi ffctlc rectangle I 

Développements d’uno fonction de (.r, j~). 

QUINZIÈME LEÇON. 

Cas de la sphère. — Conditions restrictives. — néveloppemciit d’une 
fonction en coordonnées sphériques. 

§ 162. — Cas de la spiwre 229 

A la surface V = F( j<, ix) fonction donhée. 

8 163. — Co/ulitions restrictives a3o 

Pour les facteurs du terme simple. 

8 1C4. — Forme essentielle de la fonction V [a) a3a 

Ou (lu facteur variable avee la latitude seule. 

§ <65. — yglcurde Ui fonction P(ft) a34 

Loi (le scs coefficients. — Sa terminaison. 

8 166. — Formes de la double série V a3G 

Par deux sommations différentes. 

§ 167. — Détermination des coefficients aSy 

Théorème servant ù les isoler. 

8 1G8. — Dévrhppcmcnt (/e F (i}», p) 240 

‘Importance de la fonction P(u). 

8 ICO. — Relut ion ilijjërenlicllc ciUra tes Pj"l a4i 


Donnant P)"> par Pj"-'' et sa dérivée. 


Digitized by Google 



XXIV 


TABLE DES MATIERES. 


Pages . 

§ 170. — Relation intégrale entre les P{") a,J 3 

Donnant P{"+') par P{"' et P{"”‘). 

§ 171. — Détermination de j 

Dénominateur des coefBcients. 

SEIZIÈME lÆÇüN. 

Cas de l'ellipsoïde planétaire. — Coîoeidencc de deux facteurs du terme 
simple avec la fonction P (^). 

§ 172. — Cas de rdlipsoïdc planétaire 247 

A la surface V =JP(9, fonction donnée. 

§ 173. — Equations différentielles des nouveaux facteurs 248 

Le premier en p, le second en 7 . 

§ 174. — Coïncidence avec la fonction P (p) 261 

Les facteurs sont P}"* | et Pj"' (y /— 1 tangy). 

§ 17S. — Expression de la tcnqiérature 253 

Mémos coefficients que pour la sphère. 

§ 176. — Double forme des facteurs P et R a55 

L’une en V et p', l’autre en X et p. 

g 177. — Composition des facteurs P et U 256 

Ce sont des polynômes , P on X et X', R en p et p'. 

§ 178. — Fonctions isot/wrmes 256 

En nombre 2 // + 1 .— Identité directe ; P en X, R en p. 

g 179. — Identité indirecte 25g 

P en X', R en p', coïncidant avec P(p). 

§ 180. — Forme nouvelle de la fonction P(pt) a5g 

P ( p) = P{") { gin 7 ) = ® j"' ( cos 7 ). 

g 181. — Résumé simple .' 261 

Fonction isotherme : 

( cos ou sin /O ) . ^ ( séc y ). 


Digitized by Google 


TABLE DES MATIÈRES. XXV 

DIX- SEPTIÈME LEÇON. 

Cas de l’ellipsoïde ovaire. — Nouvelle coïncidence avec la fonction P ( /j.).— 
Rapprochements. 

“Pages . 

§ 182. — Cas lie Fellipsoïde ovaire . a63 

A la surface V = F (a, i|/) fonction donnée. 

§ 183. — Équations des nouveaux facteurs a65 

Le premier en a, le second en 7. 

§ 18L. — Coïncidence avec la fonction P((i) '. 267 

Les facteurs sont P^") s*' 

§ 185. — Expression de la température 268 

. Mêmes coefficients que pour la sphère. 

§ 186. — Double forme des facteurs 270 

L’une en V et P , l’autre en v' et p'. 

§ 187. — Composition des facteurs 271 

Ce sont des polynômes, P en v et v', R en p et p'. 

§ 188. — Rapprochement de deux ellipsoïdes 272 

Identités directes et indirectes. . 

§ 189. — Résumé simple 273 

Fonction isotherme : 

Pl"’ (§{7)) • (“S 0" * 

§ 190. — Origines de la fonction P(p) 274 

A l’ellipsoïde planétaire ${">, à l’ovaire P|">. 

§ 191. — Classement des développements 276 

I. Prisme rectangle. — IL Ellipsoïdes de révolution. ‘ 

DIX-HUITIÈME LEÇON. 

> 

Cas des ellipsoïdes à trois axes Inégaux. — identité de forme des trois 
facteurs du terme simple. , 

S 192. — Cas de Pellipsoïde à trois axes. 277 

Par les coordonnées thermométriques ( a , p , 7 ) . 

§ 193. — Equations différentielles des facteurs 279 

Lesquelles sont identiques. 

♦ 


t . 

■ Digilized by Google 



XXVI 


« 

TADLE DES MATIÈRES. 




Pages. 


§ 19 i. — Coïncidfnccs et prévisions 280 

Par comparaison avec les cas précédents. 

§ 19S. — Méthode de recherche. Premiers facteurs 281 

• Limitation. Première équation on z. 

§ 196. — Deuxièmes facteurs 284 * 

Seconde équation en z. 

§ 197. — Troisièmes et qiuitrièmes facteurs 285 

Complétant les (2n-+-i) fonctions isothermes. 

§198. — Formes des fonctions isotlwrmcs 287 

Par leurs facteurs identiques. 

§ 199. — Avantage des K, sur fcj B^, Cj 288 

Par ces derniers l’identité serait indirecte. 

§ 200. — Fonctions isothermes comparées 289 

Provenant de tous les exemples traités. 

§ 201. — Origine commune 291 

•Justification des (Aj,Bj,C;). 


DIX-NEUVIÈME LEÇON. 

Suite du cas de l’ellipsoïde à trois axes. — DcTeloppement d’une fonction 


en série des (A,., K,., C,.). 

§ 202.^ Propriétés des facteurs N c/ M 298 ■ 

Expressions différentielles nulles aux limites. 

§ 203. — Réédité des racines z 295 

Méthode due à Poisson. 

§ 204. — Forme de la fonction V 297 

Par huit séries partielles. 

§ 20s. — Equations à la surface 298 

Une pour chaque hémi-ellipsoïdo. 

§ 206. — Isolement des séries partielles 299 

A l’aide des parties paire et impaire en a et en p. 

§ 207. — Théorème fondamented 3oi 

Pour l’isolement des coefficients. 

§ 208. — Développement partiel 3o3 

Valeur générale des coefficients. 

§ 209. — Première forme île la solution 3o4 

A l’aide de huit développements partiels. 


♦ 


Digitized by.Gj^Oglc 


■ TABLE DES MATIÈRES. 


XXVII 


PajjM. 

§ 210. — Sccomle forme de lii solution 3o5 

A l’aide do deux développements généraux. 

§211. — Nouvelle solution pour In sphère 3o" 

Dans le système sphérique général. 

VINGTIÈME LEÇON. 

Propriétés do la solution trouvée. — Surfaces isothermes al|;él)riqucs. — 
Classes des développements en série. 

§ 212. — Propriétés cnractéristiijucs 3t>9 

Dénominateur général des q^fTicients. 

§ 213. — Formules de réduction identiipies 3io 

Pour les intégrales en a et en (5. 

§214. — Formules genérnles tPintégrution 3ii 

Par les nombres transcendants u , a, a', m'. 

§215. — Disparition des nombres transcendants 3l3 

Dans le dénominateur général. 

§ 216. — Limites des coordonnées (a, p, y) 3i4 

Symétrie conservée. Vérification. 

§ 217. — Surfaces isothermes algébriques 3l6 

Par les fonctions isothermes de l’ellipsoïde. 

§ 218. — Classes de développements en série 3i8 

L’une pour les polyèdres , l’autre pour les ellipsoïdes. 

§ 219. — Exception relative au système sphérique Sig 

Développements multiples , successifs ou simultanés. 

§ 220. — Questions sur les fonctions isothermes 320 

Distinctions et définitions diverses. 


FIN DF, LA TABLE DES MATIÈBKS. 


Digitized by Google 




LEÇONS 


FONCTIONS INVERSES DES TRANSCENDiINTES 


LES SURFACES ISOTHERME^: 


S 



PREMIERE LEÇON. 


Dérmition des surfaces isothermes. — Condition de l’isotherinie. — Para- 
mètre thermoraétrique.— Exemples.— Cylindres paraboliques.— Sphères 
concentriques. — Cylindres à base circulaire. — Paraboioïdes do révolu- 
tion. — Cylindres elliptiques et hyperboliques 


SI. 

DÉFINITION DES SURFACES ISOTHERMES. 

Lorsqu’un corps solide est soumis à des sources constan- 
tes de chaleur et de froid, sa température, stationnaire en 
chaque point, peut différer d’un point h un autre. Cotte 
température, que nous désignerons par V, est donc, en 
général, une fonction des coordonnées rectilignes et ortho- 
gonales .X, jr, Z. On démontre, en physique mathéma- 
tique, que la fonction V doit vérifier l’équation 


(>) 


d'y 

dx' 


d'V 

dy' 


d'V 
~dz' '' 


: o, 


pour que le corps solide, supposé homogène, soit en 
équilibre de température. Celte fonction doit, en outre. 
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reproduire les températures fixes des différents points de la 
surface qui limite le corps. 

Pour simplifier, nous représenterons la somme des 
opérations différentielles 

\dx‘ • //j’ rfz'/ 

que l’on fait subir à une fonction do (.r, j, z), par le 
symbole A, , et nous écrirons ainsi l’équation (i) ; 

4 i.V = o. 

Quand la fonction \ —J' {x, y, z) est connue, si l’on 
pose 

(2) /{x, y, z) = £, 

\ 

e étant une constante, cette équation représente une sur- 
face, lieu géométrique des points du solide qui ont tous la 
même température £ , et qu’on peut appeler une surjace 
isotherme. Si, dans l’équation (2), on attribue successive- 
ment à la constante £ toutes les valeurs possibles, on aura 
une famille de surfaces isothermes. La constante £ qui 
particularise chacune de ces surfaces et qui change d’une 
surface individuelle à une autre, est un paramètre de cette 
famille. Si l’équation (2) a été déduite de la fonction 
connue V, c’est-à-dire si £, considéré comme fonction de 
l^x , jr^ z) , vérifie l’équation A, £ = o, alors £ est le parp- 
mètre thermométrique de la famille de surfaces isothermes. 
Cette dénomination peut être étendue au produit de s par 
tiu facteur constant quelconque. 

§ H. 

PROBLÈME DE L’ÉÇUILIBRE DES TEMPÉRATURES. 
Problème. — Les deux parois d'une enveloppe solide 
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apparlicnncut à une même famille de surfaces isothermes 
dont on connaît le para mètre thermomélrique e = f{x,y',, z)\ 
la paroi intérieure qui corrcspoiul à e = e,-, est entretenue 
à une température fixe prise pour unité \ la paroi extérieure, 
au paramètre t = est entretenue à la température fixe 
zéro. On demande quelle fonction V exprime la température 
d’un point quelconque de l’enveloppe. 

Solution. — Puisque e = z) est un paramètre 

thermométrique, on a identiquement A| e =o, et, posant 
V = Aê+B où A et B sont des constantes, il s’ensuit 
nécessairement A, V = o. L’état calorifique des parois 
s’exprimant par les deux équations 

A £| -f“ B 1 J A s# B O y 

on en tire 



CO qui donne définitivement 



pour la fonction cherchée. 


§ in. 

RECHERCHE DES SURFACES ISOTHERMES. 

La solution précédente, si simple et si générale, d’un 
des problèmes principaux de la théorie analytique de la 
chaleur, donne une importance réelle à la recherche des 
familles de surfaces isothermes et de leurs paramètres 
thermomélriques. 

Il existe un très-grand nombre de familles de surfaces 
pour lesquelles cette recherche n'offre aucune difficulté ; 
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telles sont les suivantes : 


J.J 4- — 2 2’ — a‘‘t Hyperboloïdes de révolution à une nappe, 
-f- ^ £ Surfaces gauches du second degré, 

fl’ fl’ T"' 

a:’ — = a’ £. . . . Cylindres hyperboliques équilatères, 

.ry = a'- 1. . Cylindres hyperboliques asymptotes, etc., 

qui donnent identiqueincnt A, e = o , et qui sont consé- 
quemment isothermes, e étant précisément leur paramètre 
lliermométrique . 

Mais le plus souvent, lorsqu’on se donne une famille de 
surfaces F (x, y’, s, X) = o, elle n’est pas nécessaire- 
ment composée de surfaces isothermes ; il faut pour cela 
que le paramètre X, considéré comme fonction des coor- 
données, vérilie une certaine é([uation aux différences 
partielles qu’il faut chercher ; et si cette vérification a lieu , 
c’est-à-dire si la famille est composéede surfaces isothermes, 
son paramètre thermomé trique e est une certaine fonction 
du paramètre géométrique X, fonction qu’il importe de 
connaître. 

S IV. 

CONDITION DE L’ISOTHERMIE. ' 

Si l’équation F (j?, J', X) = o représente une famille 
de surfaces isothermes , deux quelconques de ces surfaces 
peuvent servir de parois à une enveloppe solide ; et si ces deux 
parois sont en contact avec des sources constantes de chaleur, 
la température V et le paramètre géométrique X conserveront 
ensemble des valeurs constantes sur chaque surface indivi- 
duelle, et varieront ensemble d’une surface à une autre; 
ces deux ejuantités seront donc dans une dépendance mu- 
tuelle. Ainsi V sera une fonction de X et ne variera qu’avec 
ce paramètre. 

D’après cela , u étant une quelconque des coordonnées 
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-î)) on aura 

d\ _d\ d\ d-‘y _d\ dn d^V (dl^^ 

du d\ du^ did d\ did r/'X’ \f/«/ ’ 

Pt réqualion (i)-, qui doit être vérifiée, prendra la forme 



d’où l’on déduit 



or ici le second membre ne peut contenir d’autre variable 
que X, il doit donc en être de même du premier. Ainsi le 
paramètre géométrique X doit être tel , que le rapport 



soit une fonction de X seul; c’est-à-dire que ce rapport 
doit conserver la même valeur sur chaque surface de la 
famille proposée. Telle est la condition essentielle pour 
que cette famille soit composée de surfaces isothermes. 


§ V. 

DÉTERMINATION DU PARAMÈTRE THERMOMÉTRIQUE. 

La condition précédente étant remplie, le rapport trouvé 
peut toujours se mettre sous la forme — » ^ étant une 
fonction de X, et ç' sa dérivée première. Par cette valeur. 




6 

l’équation (4) devient 
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dV dû) 
dîdï 


f/>V 

lÔJ' 


d^ 


‘II 

dy. 


dy 


et deux intégrations successives donnent 

A et B étant deux constantes. Cette valeur définitive de V 

montre que J* — = e est le paramètre tbennomélrique de 

la famille des surfaces proposées, et reconnues isothermes. 

Appliquons cette théorie et cette méthode à divers 
exemples. Pour simplifier l’écriture des calculs, u étant 
toujours une des coordonnées , je désigtierai par S (d’un 
terme en «) la somme de trois expressions semblables, la 
première en x, la seconde eu j', la troisième en z. Avec 

cette notation, A,F et S expriment la même chose; 

la condition de l’isothermie s’énonce eu posant 

. dn 


did 


KS)’ 


= — J etc. 
? 


§ VI. 

CYLINDRES PAR.YBOLIQUES. 


Exemple I. — L’équation = 2 + X’, représente 

une famille de cylindres paraboliques homofocaux, l’axe 
des Z «tant la ligne focale. Par première dilSérentialion, 
on a 

(j: -+- y) — -t- X — O, 

rfx dy 

+ - = 0. . . 
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d’où l'on conclut successivement 


dl 


+ ) =2*, 

\- 

\./«j 




Par seconde diirérentialion , il vient 
. , d‘\ d'k 

, , d^\ /f/À\’ rf'A 

.ce qui donne définitivement 


(X+A)S— = ., 


d’où 


S? 

du^ 


du J 


I 

2 À 


La condition de l’isotlicrmie est donc satisfaite. Posant 


I 

2> 


T ' I ' > 

) OU = O, OU ^ égal a une constante, qu on 
peut mettre sous la forme i ija, il vient 

/ — r /'rfX \ r d\ /à 

et, inversement, X = as*; de telle sorte que ré({uation de 
la famille, exprimée à l’aide de son paramètre tlierniomé- 
irique, sera 

. y = oi’ {« i’ -t- 2 jr). 
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§ VII. 

SPHÈRES CONCENTRIQUES. 


Exemple H. — L’équation cl’une famille de sphères 
concentriques est 


.r’ H- -t- z’ = X', 
on en déduit le tableau suivant : 


. «/ X 

f/’X /z/X\’ 

e)'=- 

CS 

1! 

c 


O 

) 2 

s 

/,/xy— x’ 

\rf« / 


et les sphères sont isothermes. Posant — = ^ , ou — r— = o , 
* « X aX 


ou ^ égal à une constante, qu’on peut mettre sous ta forme. 


■ 1 il s’ensuit 


--r , , 

et, inversement, X= -• Ainsi le paramètre thermométrique 


est en raison inverse du rayon , et l’équation de cette fa- 
mille est 
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§ VIII. 

CYLINDRES A BASE CIRCULAIRE. 

Exemple III. — • L’équation x* + j’ = X* représente 
une famille de cylindres concentriques à base circulaire. 
On cil déduit, en suivant la même marclie que dans 

l’exemple précédent, et observant que sont ici 

nuis , 


d\ 

\ — = x, 
dx 


, dr d\ 


/tny (in Aa\’ 


du' I 


et les cylindres sont isothermes. Posant - = - , ou ç = X, 
il vient 


; / — et > = ae‘. 


Les cylindres circulaires isothermes ont donc pour équa- 
tion 

x' -h = a' e^‘. 

§ IX. 

PARABOLOIDES DE RÉVOLUTION. 

Exemple lE. — L’équation y* z'^ = l'kx -{-"k* re- 
présente une famille de paraboloïdes de révolution homo- 
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focaux. On déduit de cette équation (en suivant la même 

marche que dans l’exemple I, et observant que 

^ dz dz‘ 

ne sont plus nuis) , d’abord, par première différentiation , 

, =, 30 . 

d’où l’on conclut successivement 

(-+À)s(gy=2x, 

^/d\y rfx 

puis , par seconde différentiation , 

, ,,rf>x jdyy 

, ,^dn fdiy 

d ’ X / d\ 

(' + ‘>â^ + (â 

ce qui donne délinitivement 


rfX 
^ dx 


I = o; 


(x + X) S ' — 2, 


S 


du? 

dn 

du' 


I 

T’ 


Ksy 

et les paraboloides sont isolliermes. Posant alors - = - ’ 
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OU y = il vient, comme dans l’exemple précédent, 

e = J ' et ?. = rte' ; en sorte que la famille des parabo- 

loïdes de révolution, homofocaux et isothermes, a pour 
équation 

z‘ — ae- (ae‘ + ?.x)- 

Scolie. — Dans le groupe des sphères concentriques, et 
des cylindres à base circulaire, le rayon des sphères s’ex- 
prime algébriquement en e, celui des cylindres par une 
fonction transcendante. Au contraire, dans le groupe 
des paraboloïdes de révolution et des cylindres paraboli- 
(jues, le paramètre géométrique des cylindres est algé- 
brique en e, tandis que celui des paraboloïdes s’exprime par 
une fonction u-anscendanle , qui est d’ailleurs la même 
que celle du premier groupe. Cette remarque n’est-ellc 
que curieuse? Ne servirait-elle pas à caractériser l'analo- 
gie et la dillérence qui existent entre les deux courbes 
les plus simples, et en même temps les plus naturelles, le 
cercle et la parabole? 

• ■ §X. 

CYLINDRES ELLIPTIQUES ET HYPERBOLIQUES. 


•» • y * t 

Exemple V. — L’équation — ‘ représente 

une famille de cylindres homofocaux du second degré, 
elliptiques si X surpasse la constante c, hyperboliques si i 
est moindre que c. Désignant, pour simplifier, 


.r’ V» 
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on a , par première dillèrentialiou , 

r 


djr dy‘ X’ — c* 


dz 


d’où Ton conclut successivement 


/.r ^ J- ^ 

> \ X* — c* y H ^ 

' -nS)'='‘ 

il vient, par seconde dillérentiation, 

H - 4VG (_) + ^ 

te j " ^ te) ^ (“-c'y Ty = ’ 

ce qui donne, après sommation et réduction , 

r/' A I 


XUS 

S 


du} V — c’ 

</n 

di} X 


s(^V 

V du } 


du 

/ ^ 

et les surfaces sont isothermes. Posant - = , il est 

<p X’ — c’ 

nécessaire de séparer les deux cas de ^ > c, et de X c. ' 

Si X surpasse c, on aura 

Je s/X’-c’ 


- -H e ’ ^ 

X = c , y A’ — c’ 


-e - — t 


et 1 équation des cylindres elliptiques, honiofocaux et 


Digitizèct by Google 


SUll LE5 FONCTIOrfS INVERSES, ETC. 10 

isoiliermes , est , 

Si X est inférieur .î c , on pourra prendre 

r, — T-, r dl 

? = — v^c' — «= I - , 

Jx \/c’ — >’ 

X = ccose, \/c’ — X’ = csine; 

et l’équation des cylindres hyperboliques, hoinofocaux et 
isothermes, sera 


ros's sin’E 


Dans le premier cas, celui des cylindres elliptiques, il 
convient d’introduire une notation commode qui consiste à 
représenter 

® • C' — c ® 

pa'- E(«). - -par £{«), 

E (s) est ce qu’on appelle le cosinu.'i hyperbolique des; 
é’ (e) est le sinus ■ hyperbolique de la même variable; ces 
deux fonctions sont liées l’une à l’autre par l’équation 

Avec cette notation , on écrit ainsi 

.r’ y' 

ÎT^ 

l’équation des cylindres elliptiques isothermes. 


MULTIPLICITÉ DES PARAMÈTRES GÉOMÉTRIQUES. 

Il importe de remarquer que, pour chacune des deux 
familles de surfaces appartenant à l’exemple aettiel , il y a 
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rc'flloment deux paramèires géométriques entre lesquels il 
existe une relation, car les deux axes de la base, dans 
chaque cylindre, sont également importants, et il n’y a 
aucune raison de préférer l’un d’eux. D’ailleurs le para- 
mètre tbermométrique e s’exprime indifféremment par 
l'un ou par l’autre. En effet, au premier cas, posant 
ç/3l ’ — c’ = X', on aura 

, fl\ dY 

V — y’=zc-, Xd'k^VdV ou — : 
ce cpii donne simultanément 


e 




y = cC(e). 


Au second cas , posant — ^* = V, on aura 


= Id). +ydX'z=o, ou 
ce qui donne à la fois 



e 



dX 

y/c’— V 

: C COS E , 



y = c sins. 


dk' 



Cette multiplicité des paramètres géométriques se présen- 
tera constamment dans les nouveaux exemples que nous 
traiterons. 


§ XII. 

DÉFINITION DES FONCTIONS INVERSES. 

Dans toute recherche du paramètre tbermométrique, il 
importe, comme nous l’avons fait aux exemples précédents, 
de disposer la constante amenée par l’intégration de de 
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telle 


sorte que J'—z=e soit un nombre , un simple rap- 


port, dont le degré géométrique soit zéro, afin que ce 
nombre puisse servir à exprimer une température. En 
outre, il convient d’égaler le paramètre géométrique, ou 
la ligne à une autre ligne ronstaiite (a ou c), multipliée 
par une fonetion de s, F (e) , qui ne soit elle-même qu’un 
rapport. De cette manière, riiomogénéité de l’équation, 
représentant la famille de surfaces qu’on étudie , ne sera 
pas troublée par l’introdurtion du paramètre thermo- 
métrique. 


Le groupe d’équations e = 





c F (e) , est , en 


réalité, le but final des recherches actuelles. Lorsque 
l’intégrale e est transcendanic, F (s) est ce qu’on appelle 
/a fonclion im'erse de la transcendante e. Celte dénomina- 
tion doit être généralisée. Si la famille de surfaces que l’on 
traite présente plusieurs paramètres géométriques conju- 
gués, X, X', X",..., tous nécessaires pour la complète 
définition de chaque surface, il importe d’exprimer séparé- 
ment chacun d’eux à l’aide du paramètre lhermomé trique; 
on a alors 


> = cF(0, X' = c^(s), X"=cf(.) 

etF (e) , ^ {t) , f (s), . . . , sont autant de fonctions inverses 
de la transcendante £. 

Les relations qui existent entre ces fonctions inverses 
conjuguées , et qui facilitent singulièrement l’étude de leurs 
propriétés, permcllraient de les exprimer toutes à l’aide 
d’une seule; mais le plus souvent cette élimination fait 
disparaître toute symétrie, et complique les calculs en 
introduisant, par exemple, de nombreux radicaux dont les 
signes sont ambigus. D’ailleurs , dans toute étude spéciale, 
quand la géométrie attribue une égale importance à 
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plusieurs lignes, si, par un choix nécessairemeiu arbi- 
traire, on remplace leur ensemble par uiic seule d’entre 
elles , on perd toujours en clarté , en précision , en richesse 
de déductions, plus qu’on ne peut gagner à cette simplifi- 
cation qui n’est réellement qu’apparente. 

Terminons cette première leçon parmi rapprochement 
trop important pour être omis. Dans la théorie de l’attrac- 
tion des sphéroïdes, on appelle potentiel la fonction 

V = ^ — J m étant la masse d’une particule pondérable, 

V la distance qui la sépare du point matériel qu’elle attire, 

et la sommet, s’étendant à toutes les particules qui peuvent 

agir sur le même point. Lorsque cette fonction V est con- 
nue, les composantes (X, Y, Z), dirigées suivant les axes 
coordonnés, de la résultante des attractions exercées sur 
le point matériel de masse p, sont respectivement égales à 

Or on vérifie aisément que le poten- 
tiel V satisfait toujours à l’équation (i), ou que l’on a 
A, V = O. De là résulte que les surfaces sur lesquelles la 
^nouvelle fonction V conserve une même valeur numérique, 
et que l’on appelle surfaces de niveau, sont identiques 
avec les surfaces isothermes; le potentiel n’étant autre que 
le paramètre thermométrique multiplié par un facteur 
constant. Ainsi ce que nous dirons sur les surfaces iso- 
thermes et les paramètres thermométriques sera applicable 
aux surfaces de niveau et aux potentiels; il n’y aura que 
les dénominations à changer. Mais , tout en indiquant cette 
généralisation, restreignons-nous désormais aux surfaces 
isothermes. 
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DEUXIÈME LEÇON. 

è 

Exemple «les surfaces homofocalcs du second ordre. — Cas des surfaces de 
révolution. — Ellipsoïdes plnnéuires. — Hyperboloïdes de rôvoUtlion à 
une cl à deux nappes — Ellipsoïdes ovaires. — Eoiulions inverses intro- 
duites. — Transcendantes rencontrées. 


§ XIII. 

SURFACES IlOMOFOCALES DU SECOND ORDRE. 

Exemple VI. — Toutes les familles de surfaces du 
second ordre, concentriques et homofocalcs, sont rej)ré- 
sentées par l’équation 



la constante c surpasse 6, et le rappoi t de ces deux lignes 
est quelconque. La lettre u désignant toujours une des 
roordonnées on peut écrire l’é-cjualion précé- 

dente de cette manière 



k étant zéro pour x, /> pour y, c pour z; et posant, pour 
simplifier, 

c _ H — r 

on a successivement ^cii suivant la même marche que dans 

l’exemple V, cl ohservant tjue ne sont plus nuls'j 

a 
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par liiiréreniialion , 



U 



il’où l’on ronclulles deux relalions 

( tlW' U 

;âi) k^Ÿ^-n' 

par seconde difl'éreiuiaiion , 



, ^ « d\ I 

+ 4 (îrzTFy» ^ — vZTk^ ’ 


(jui donne, après sommation et réduction, la valeur 


„ d‘\ I 

^ HS — = ri r. 

du^ /’ — o’ 


V — c> 


et euüu, le rapport 



Toutes les surfaces comprises dans l’équation (i) sont dont; 
isothermes, et l’on a 


^ A 

(2) 7 = 

équation qui conduit à des valeurs diflérentes de ip, suivant 
que le paramètre géométrique 1 est compris etitre o et 
ou entre h et c, ou entre c et l’infini. 
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§ XIV. 

CAS DES SURFACES DE UfcV ÜUUTIÜN. 


Nous ne considérerons, dans ceilc leçon, que les deux 
rapports particuliers o et i, des eonstanles b et c; c’est-à- 
dire le eas où i = o, et celui où b =c. 

Lorsque ù = O, l’équation (i) devient 


— c' 


Si X surpasse c, on a une famille d’ellipsoïdes de révolution, 
dans lesquels l’axe polaire est moindre fjuc le diamètre de 
l’équateur, et que nous appellerons elb'psoïrles planétaires. 
Si X est inférieur à c, la même équation (3) représente 
une famille d’hyperboloïdes de révolution à une nappe. 
D’après ( 2 ), pour ces deux familles , on a 


( 4 ) 



Lorsque b = c, l’équation (i) devient 


(5) 


r*-t- z’ 



V À' — c’ 


Si i est inférieur à c, on a une famille d’hyperboloïdes de 
révolution à deux nappes. Si X surpasse c, la même équa- 
tion (3) représente une famille d’ellipsoïdes de révolution, 
dans lesquels l’axe polaire est plus grand que le diamètre 
de l’équateur, et que nous appellerons ellipsoïdes ovaires. 
D’après ( 2 ), pour ces deux familles, on a 


i^) 


2 ^ 

_ — 


Il s’agit de déterminer le paramètre thermoinétriquc e, 
et les fonctions inverses, pour chacune des quatre famille.s 

2 . 
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(le surfaces de révolution du second ordre, que nous venons 
de définir. 

§ XV. 


ellipsoïdes PLxVNÉTAIRES. 


Pour la famille d’ellipsoïdes planétaires, l surpasse c 
dans les équations (3) et (4)- H convient de poser 
^ X* — ~c* = X'; V est la demi-distance des pôles ; c’est un 
paramètre géométrique conjugué à X, et au moins aussi 
important que celui-ci. On a 

a’ — V’ = c% = 

ou 

<n' 

^ ^ ^ )/y— c’ )/ V’ + c’ 

[j’ équation ( 4 ) est satisfaite par la valeur 
_ X — y 


qui donne, pour le paramètre tliermométriquc, 



et, d’après la relation ( 7 ), on aura encore 

/ dV 
V-t-c’’ 


puisque X = y/X'*-|- c*. Ainsi le paramètre thermomé- 
trique e s’exprime , à l’aide de l’un ou de l’autre des deux 
paramètres géométriques conjugués X et X', de la manière 
suivante : 


{») 



c 



dV 

= c’‘ 
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Ces (leux intégrales transcendantes sont vériCées par les 
valeurs 


> = • 


y = c- 


cose 


. . I sin E .... 

ce qui donne et ) iiour les lonctions inverses cor- 


sin < 

cos e cos e 

respondaiites aux deux paramètres géométriques X et X'. Il 
convient d’exprimer res fonctions inverses par elles-mêmes, 
et non à l’aide d’autres fonctions", on sait que l’une est la 
sécante et l’autre la tangente de la variable £5 on écrira 
donc 


(9) 


X=:c.sécE, X' = c.tang£, 


et les ellipsoïdes planétaires isothermes auront pour équa- 
tion 

x' z‘ 


(10) 


sec' s tang'E 
Autrement : L’équation (4) admet aussi la valeur 


X v/ îi' — c' 

ç = _ ^ , 


qui conduit à la double expression 

(8M E=c r-4u==cr-^, 

^ ^ V A' — c' J y ^ ’ -4- c’ 

Ces deux intégrales transcendantes sont vérifiées par les 
valeurs 




V= r- 


les deux fonctions Inverses sont l’une la cosécante ^ l’autre 
la cotangente , de la vainable e; on écrira donc 

(<) bis ) > = c . rosée s , >' = c . col t ; 


r 
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et les ellipsoïdes plaiiéi<iires isothermes seront aussi repré- 
sentés par l'équaiioii 


(lo bis) 


-f- ^ 

COSÏ*c’ £ COt’ £ 


On remarquera que les équations (to) et (lo bis) ont 
eonservé la même forme que l’équation primitive (3) , 
forme essentielle et caractéristique des surfaces du second 
ordre. Cet avantage disparait, si l’on exprime, et substi- 
tue, \ et X' en cose et sins. D’après cela, la nécessité d’in- 
troduire les fonctions séce, lange, coséce, cote est aussi 
bien établie, et par les mêmes raisons, que celles d’expri- 
mer, par des fonctions spéciales E (s) , C(e), cose, sin£, les 
paramètres géométriques des cylindres elliptiques et hyper- 
boliques dans l’exemple V. 


^ XVI. 

llYl'EltUOUtlDKS DE UÉVOLüTlUN A UNE NAPPE. 


Pour la famille d’hyperboloïdes de révolution à une 
nappe, X est inférieur à c dans les écjuations (3) et {4).- 
Posant yc* — X’= X', on a 


ou 

(■■) 


a’ h- V’ = c\ \<li. À' tlV — o, 
di. di! 


yc- — À’ \jc‘ — A^ 
L’équation (4) est satisfaite par la \aleur 

A \/ C' À' 


Y = — 


qui donne, pour le paramètre iheriuoméliique. 
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et, d’après la relaiiou (i ») , on aura encore 



puisque X = Vc’ — X'*. Ainsi , on a la double expression 


. , r ' 1 -^ r^' 

‘“'i 7 - 




Ces intégrales transcendantes sont vérifiées j>ar les va- 
leurs 

t (« ). 


ce qui donne — et 


■R(,) 

C(e) 


y ~ c - 

E(e)' 

pour les deux fonctions inverses, 


E(s) 

correspondantes aux deux paramètres géométriques X et X'. 
Pour exprimer ces fonctions par elles-mêmes, et non à 
l’aide d'autres fonctions, les cosinus et sinus hyperboliques 
E (s), C (e), pouvant être désignés par les symboles H cos e, 

• - ' Il ' 1 ^ 

H sms, nous représenterons -r -r par H secs, — — par 

’ * P,(6) ’ t(s) ^ 

H lange; nous écrirons donc 


(l3) > = c, Usées, X'= c. H tangs; 

et les hyperbobiïdes do révolution à une nappe, homofo- 
caux et isothermes , auront pour équation celle-ci : 


Hséc's Htang's" ’ 

qui est analogue, cl en quelque sorte parallèle, à la pre- 
mière forme (lo) de l’équation des ellipsoïdt’s planétaires 
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§ XVII. 

HYPERBOLOIDES DE RÉVOLUTION A DEUX NAPPES. 

Poi^r la famille d’hyj)crboloïdes de révolution à deux 
nappes, X est inférieur à c, dans les équations (5) et (6). ■■ 
Posant \/ c’ — X® = X', on arrive, comme au cas précédent, 
à la relation (ii), qu’on peut écrire ainsi 


(i I bis) 


\l c-' — V'-‘ 


L’équation (6) est satisfaite par la valeur 




qui donne, pour le paramètre thcrinomélriquc. 


J ’f Jo 


et, d’après la relation (i i bis), on a ejicore 

r’^ fiV 

e = c I — -—=5 

J., 

puisque — X®=X', Ainsi on a la double expression 
( 12 VIS) t=zcf - = C I 

Jo — V Jj, V y/c> V» 

Ces deux intégrales transcendantes , qui sont le*s mêmes 
qu’au cas précédent, sont vérifiées par les valeurs 

{i3 bis) X=c.Htang£, X' = c.Hscc£; 

et les liyperboloïdcs de révolution à deux jiappes, honiofo- 


by Gixoglej 



SVW LES FÜWCTXOWS INVERSES, ETC. 

taux Cl isolhcrines, auront pour équaUon 

,r’ r’ -4- z’ 

(l5) ■ - = cK 

' ^ lltaiig’s Hscc's 

On remarquera que les deux familles d’iiyperboloïdes de 
révolution isoihcnncs eonduiseni aux mêmes fonctions 
inverses. De là résulte qu’elles ont en queltjue sorte la 
même équation, au signe près de la constante c’. Pour 
l’une et l’autre famille, à l’axe de la courLe méridienne, 
qui sert d’axe de révolution, correspond la fonction inverse 
H tange, à son conjugué la fonction Hsécî. 

§ xvni. 

KUdl'SOlDKS OVAIIIKS. 

Enfin, pour la famille d’ellipsoïdes ovaires, X surpasse c, 
dans les équations ( 5 ) et (6). Posant \/X’‘ — c’=)/, on 
arrive, comme pour les ellipsoïdes planétaires, à la rela- 
tion (7). L’équation (6) est satisfaite par la valeur 


tjui donne, pour le paramètre thermométrique. 


/ rfX d\ 


et, d’après la relation (7), on a encore 


f- 


puistjue \/ X* — e* = X'. Ainsi, on a la double expression 


r* d\ r 

s z=z (• I = r I ^ 

À Jy Vv/^ 


V'-t-c’ 
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Ces iiilégrali'S transcendantes sont vérifiées par les va- 
leurs 


X = 


c 


EM 

C(c)’ 



< e qui donne 




pour les deux fonctions inver- 


ses correspondantes aux deux paraïuèlres géométriques 
X et X'; nous désignerons ces nouvelles fonctions spéciales 
par Hcotangs et H coséce; nous écrirons donc 


(i^) X — c.H cotange , X' = c. H cosées ; 


et les ellipsoïdes ovaires, homofocaux et isothermes, seront 
représentés par ré({uation 


(i8) 


.r* 

H cotang’e 


M-+- 

H coséc’e 


fpii est analogue, et en quelque sorte parallèle, à l’équa- 
tion (lo bis) des ellipsoïdes planétaires. 

11 est à remarquer qu'au point de vue de l’isothermic, 
ou par la nature des fonctions inverses qui leur correspon- 
tlent, les ellipsoïdes ovaires didèrent plus des ellipsoïdes 
planétaires (]ue des deux familles d’hypcrboloïdes de révo- 
lution , lesquelles se confondent en quelque sorte. 


§ XIX. 

FONCTIONS INVERSES INTRODUITES. 

En résumé, la nécessité d’introduire des fonctions spé- 
ciales pour exprimer les paramètres géométriques, ou pour 
désigner les fonctions inverses, qui correspondent aux 
familles de cylindres isothermes ayant pour bases des el- 
lipses et des hyperboles, et aux familles de surfaces de 
révolution isothermes dont ces courbes sont les sections 
méridiennes, nous a successivement conduits aux fonctions 




. I 
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suivantes : i° pour les cylindres elliptiques, aux fonctions 
E (e) et6(î), ou Hcoss et H sine, lesquelles se présentant 
avant leurs homologues, doivent être appelées Vhypo- 
cosinus et V hyposinus du paramètre tliermométrique e ; 
2 “ pour les cylindres hyperboliques, aux fonctions sin e et 
cos e; 3" pour les ellipsoïdes planétaires, aux fonctions 
séc £ et tange, ou à celles-ci, coséc e et cotange; 4” pour 
les hyperboloïdes de révolution , à une nappe et à deux 
nappes, aux fonctions H séc e et H tange, c’est-à-dire à 
Vhyposècante et à Vhypotangcnle de e; 5“ enfin, pour les 
ellipsoïdes ovaires, aux fonctions H coséc e et H cotange, 
c’est-à-dire, à Y lypocosécante et à V hypocotangentc de e. 

Ce qui donne douze fonctions inverses ; six sans H, 
lesquelles ne sont autres que les six fonctions trigono- 
métriques, et six avec H, homologues des précédentes, 
parmi les fonctions dites exponentielles. Et l’on doit 
remarquer que ces deux classes ne correspondent pas sépa- 
rément aux deux types : ellipse et hyperbole. Car, dans le 
groupe des cylindres, les fonctions inverses sont, exponen- 
tielles pour leseylindres elliptiques, tiigonoméiriques pour 
les cylindres hyperboliques , tandis que dans le groupe des 
surfaces de révolution, les fonctions inverses sont, trigono- 
uiétriques pour les ellipsoïdes planétaires, exponentielles 
pour les hyi^erboloïdes , ainsi que pour les ellipsoïdes 
ovaires, qui semblent commencer une troisième période,, 
analogue au premier partage. 

§ XX. 

I 

Tlt.àNSCENDANTES RENCONTRÉES. 

Si nous considérons maintenant la suite naturelle des 
exemples que nous avons traités, au point de vue des di- 
verses traiisccndanles, qui expriment le parainèlrc thermo- 
métrique £ , à l’aide du paramètre géométri(|Uc "k on À', nous- 
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rencontrons : d’abortl, dans le groupe des cylindres à base 
circulaire et des paraboloïdcs de révolution , la transcen- 
dante logarithmique; puis successivement, et sans aucune 
exception, toutes les transcendantes du calcul intégral ordi- 
naire, c’est-à-dire toutes celles (|ui s’intégrent, soit par 
logarithmes, soit par arcs de cercle, les seules qui fassent 
partie de renseignement classique. 

§ XXI. 

NÉCESSITÉ DE NOUVELLES FONCTIONS. 

Or les ellipsoïdes et les hyperboloïdcs de révolution , qui ' 
correspondent aux valeurs extrêmes zéro et l’unité du 

rapport -i ne sont que des cas excessivement particuliers 

de l’exemple général que nous avons abordé au commen- 
cement de cette leçon. Il faut donc que les familles de sur- 
faces, représentées par l’équation (i) quand le rapport — 

n’est ni zéro, ni l’unité, et dont l’isothcrmie est constatée 
par la relation (a), conduisent à des transcendantes et à des 
fonctions inverses autres que les classiques, beaucoup plus 
générales, dont les précédentes ne seront que des cas parti- 
culiers, et qui réuniront à la fois toutes leurs propriétés. 
Introduire et étudier ees transcendantes et ces fonctions in- 
verses nouvelles, tel sera le but des leçons qui vont suivre. 

La théorie des surfaces i.sothcrmcs assigne aux fonctions 
inverses l’importance principale ; ce sont elles surtout qu’il 
s'agit de déterminer, et dont il faut définir les propriétés. 
Rüur y parvenir, il existe une méthode à suivre, qu’il im- 
porte de connaitre, et dont l’exposition fera l’objet .spécial 
de la troisième leçon, la(piclle comprendra, en outre, d’au- 
tres préparations préliminaires, propres à fai-iliter l’étude 
que nous avons en vue. 
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Les cinq familles de surfaces isotheiTiies que nous ve- 
nons d’étudier, ont chacune deux paramètres géométriques 
i et y. Elles sont définies et caractérisées , d’une manière 
simple, par les tableaux suivants, dans lesquels u et u 

> y 

représentent les fonctions inverses, ou les rapports - et -• 


I. — Cylindres elliptiques. 




a = 



9 . 



du' 

I 


E (e) = îl coss. 


C (s) = H sins. 


il. — Cylindres hyperboliques. 



« — COS6, «'—sine. ' 


III. — Ellipsoïdes planétaires. 



tt = séc6, «'= tange. 



u = rosée s, «' = col e. 
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TROISIÈME LEÇON. 

O 

Méthode (l’ôtudo des fonctions inverses. — Application aux fonctions in- 
verses des cylindres hyperboliques.— Périodicité. — Procédé do transfor- 
mation. — Application aux fonctions inverses des ellipsoïdes planétaires. 
— Introduction des imaçinairos. 


§ xxii. 

DÉVELOPPEMENT D’UNE FONCTION INVERSE. 


Le problème d’analy.sc, qu'il s’agit de résoudre généra- 


lement, consiste à déduire de l’iutégrale directe s 



qui est presque toujours une traiiseeiidante, les propriétés 
delà fonction inverse ^ (e), et s’il est possible, cette fonc- 
tion même. D’abord, ou peut obtenir son développement 
en série, h l’aide du théorème de Maclauriu : car si ?.q est 
le paramètre géométrique de la surface individuelle où e est 
pris égal à zéro, if', <f", (f'",..., désignant les dérivées succes- 
sives de la fonction (f de la différentiation donnera 


d,. dn , d‘\ 

7* - ?> f d? 


? f 


If 

■ ? f> • 


et, si l’on indique par le symbole (. . .)o, ce que devient 
une fonction de A pour X = X,, on aura 


i (t ) — A|) -f- (î’ y)» ~ -P ( î’ "P 



Mais ce développement en série, qui peut servir à calculer 
approximativement les valeurs de la fonction X (e), entre 
certaines limites de e, n’indique rien sur les propriétés de 
cette fonction. 
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§ XXIII. 

MÉTHODE D’ÉTUDE D’UNE FONCTION INVERSE. 


Voici la méthode qui conduit le plus directement au but 
propose. Soienl a, |3, y, trois valeurs du paramètre thermo- 
métrique e, et x.y,z, les valeurs correspondantes du 
paramètre géométricjue "k, ou de la fonction inverse; on 
aura 




'(r 



Si le troisième nombre y est la somme (a -H (3) ou la diffé- 
rence (x — fs) des deux autres, z — k (« ± {3) doit dépen- 
dre d’une certaine manière de x et y, ou de X (a) et X ((3); 
c’est-à-dire qu’on doit avoir 2 = F (x, y), et l’on se pro- 
pose de déterminer la fonction F. 

Le problème consiste à trouver le paramètre géomé- 
liique Z d’une troisième surface où la température y est la 
somme ou la différence des températures a etjS, cpii existent 
sur les deux premières surfaces de la même famille, dont 
les paramètres géométriques connus sont x et y. 


§ XXIV. 

CONDITIONS GÉNÉRALES. 

La fonction z = F (x,y) doit jouir de plusieurs proprié- 
tés (jui peuvent conduire à sa coimaissance : i“ ({uand 
(3 = 0 , ou a y = a; donc quand y = Xj, s doit se réduire 
à x; 2 ® quand « = o, on a y = ± p ; donc quand x = X», 
Z doit se réduire à ± y; d® si l’oii prend le signe -f-, ou la 
somme y = a -f- (3, z doit être symétrique en x et Si, à 
ces trois conditions, on eu joint une quatrième, plus spé- 
ciale et particulière à la forme de ç (X), on aura tout ce 
qu’il faut pour déterminer F (,r, y). 
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Appliquons celte méthode à l’uu des exemples que nous 
avons traités; remontons à son origine, et faisons abstrac- 
tion de toute connaissance antérieure, sur les transcen- 
dantes rencontrées cl sur leurs fonctions inverses. 


§ XXV. 

FONCTIONS INVERSES DES CYLINDRES HYI’ERBOLIQUES. 

Prenons la famille des cylindres hyperboliques homo- 
focaux, dont l'équation primitive est 


.(•) 


— 


Y 


— = I , ou À’ -r 'a'' 


Par la substitution de c’ — À’ à )/’, et l'application de la 
méthode de recherche du paramètre ihermométrique , on 

vérifie que cette famille est isotherme : on trouve — ^ — 

* A’ — c’ 

\ , cd’X c /d'A’ TV ?' > 

ou - - pour le rapport S ; S • Posant - = — 

on peut prendre 9 = ^c * — X’, d’où 

J f Jo Vc’ — V 

et comme la relation X’-t- X'* = c* donne X^/X -t- XV/X'z= o. 


ou ■ 


r/l 


riV 


— ■) on aura aussi 


y/c’ — 1’ — 1'* 

. - r —£!—~ 

J y v'c’— 1"’ 

on a donc la double transcendante 

(-) .= c-^=r-^- 

Jo Vc’— V Jx' \jc‘—V' 

Pour simplifier, posons X = ca, X'= ch'; u et ti' seront 

3 
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pi’rciscnieiil les <K'ux lonclioiis inverses fju il s agit il t*lu- 
dier, cl que nous dcsigucrous, n par A, (t), cl u' par afe (s). 
L’érjualion (i) deviendra 

X.' Y’ 

(t bis) r = où «• + m" = I , 

Cl la double transcendante sera 


(« bh) 


Ç" du _ Ç' _ lin’ 

’o \/ I — id J,,' V I — 


Soit représentée par q la valeni' de z correspondante a 
n — i, et conséqueinraeut à u — o, on aura ritilégrale dé- 
finie unique 



Si l’on rclranclie , de cette valeur particulière, la valeur 
générale (2 bis), la différence pourra se mettre sous la 
double forme 


( 4 ) 



§ XXVI. 

CONDITION SPÉCIALE. 

Toutes ces préparations faites, passons à l’application de 
la méthode indiquée. Posant 



7 = a ±p, z = F(x, r); 


aux trois conditions générales, pouvant servir à détermi- 
ner la fonction F, et ci-dessus définies, nous joindrons 
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celle quatrième conililion, particulière ou spéciale ; 4“ si , 
preuaul le signe — , ou y = a — (3, on pose a =r/ oux=i, 
^ = £ ou P = ;/, on a y = — e, el ré(|uation (4) exige 

que 

Z = II' = ^ i — II’’ z=L \l i — )-q 
en un mot, pour a: — i, s doit se réduire à i — y’. 

§ XXVII. 

APPLICATION DE LA MÉTHODE. 

La fonction la plus simple qui satisfasse aux quatre con- 
ditions réunies, est 

( 5 ) Il = .r I — J ’rt r \/ 1 — x’, 

qui donne 

(6 ) y^I — IP = y/l — .r’ y/i — > > ,rp, 

comme on le vérifie aisémen t, en remarquant que la somme 
des carrés des valeurs (5) et (fi) est 

x’(i — r’) — •*^’) + (• — ^’)(* —y') ■+■ 

I 

et se réduit à l’unité. Or, la différentielle de U (5) est 

ou bien, par une transformation facile, 

dU = (y/i — X’ v'i — r’q= 'r) ( ± ) ; 

\v/i— .r’ y'i— rv 

ce qui donne, d’après (6), 

rfU dx dy 

\J I — U- y/ 1 — r’ \/ 1 — r’ 

3. 
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c’(sl-:WH re, on observant (jue U = o pour x = o et y — o, 
et intégrant 



f/U 

I — U' 


a±p = 7 . 


Donc U = r, et les deux relations (5) et (6) doniiciit 

3 ~ .r \/ 1 — >’d= jr ^ I ~ •T-, 

— ï’ = v' I — J.’ Zp Xjr. 



§ XXVIII. 

FORMULES ET PÉRIODICITÉ. 


Introduisant maintenant les symboles d. (e) pour 
tlli (e) pour a', les é(juations ( j) s’écriront ainsi : 


I fL(a±p) = 4.,(a)t)!,(pl ±.l.(p)Tfl,(a), 

( IIS> (a ± P) = 11!, (a ) T)î, ( P) zp .1, ( a) A. ( P). 

Sachant, d’après (a bis) et (3), (jue ,t, (o) = o, ilb (o) = i , 
et que élo (tjt) = 1, ti!> (</) = o, on formera aisément, par 
des substitutions successives faites dans les formules (8) , 
le tableau suivant : 


(9) 


+ ,l!,’(s) =3 


J = o, q, 

fq, 3q, 47» 

rX. ZZZ 0, If 

O, — I, o, 

O, 

— 1, O, 1, 

,1. ±. B) = ± ,1. (P), 

1«. (±; P) = aft. (P), 

A. (9 ± P) — ift. (P), 

»i!.(7dbp) = zpA(p), 

A( 4^) =3 A. (a), 

trti (a -t- 4 7 ) =!•!>(“)» 


où toutes les propriétés directes et réciproques des fonc- 
tions inverses =1 (e), tlb (e), se trouvent concentrées. On 
y voit, entre autres, que la fonction A. (e) est impaire en 
E, c’est-à-dire (ju’elle change de signe et s’annule avec sa 
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variable; (jue la fonction est paire, c’est-à-dire ([u’ellc 
conserve la même valeur quand sa variable change de signe; 
enfin que ces deux fonctions sont périodiques , la période 
étant 4^, c’est-à-dire qu’elles reprennent la même valeur 
quand la variable augmente de ^q. 

§ XXIX. 

DÉTERMINATION DE EA PÉRIODE. 

Une propriété connue de l’hyperbole conduit à la va- 
leur numérique de la période ^q. Construi.sons sur le plan 
des bases des cylindres une des hyperboles Tiomofocales 
avec .ses asymptotes, et, en outre, le cercle de rayon i dont 
le centre est à i’origine; désignons par o) l’arc de ce «îen le 
compris entre son intersection avec l’axe des Y, et son 
point do rencontre avec l’une des asymptotes. On sait 
qu’en abaissant de ce dei'nier point une perpendiculaire 
sur la ligne des foyers, la longueur de cette perpendi- 
X' 

culaire sera — ou u', et la distance de son pied au centre 
X 

sera - ou u. 
c 

Cela posé, si l’on passe à l’hyperbole infiniment voisine 
de la première, l’arc w augmentera de (7w, u de du, u' di- 
minuera de dd, et l’on conclura facilement, de la simili- 
tude (par perpendicularité) du triangle infinitésimal dont 
les côtés sont [d^, du,-^ du') avec le triangle aux côté.s 
(i, u', u), que 

du _ du' _ ^ 
u' u 

Or la double tran.sc<mJante (2 bis), différentiée , donne, 
aussi 

du du' 


38 LEÇOMS 

(loue dt = (iw, et, d’après la communauté d’origine, c = w. 
Ainsi, on jjcut prendre pour paramètre lhermométrique de 
la famille de cylindres hyperboliques homofocaux, l'arc w 
qui vient d’ètre défini, ou désigner cet arc par c. 

D’apri's celte interprétation géométrir[ue , l’extrémité 
mobile de l’arc w ou t détermine une dits asymptotes de 
rhyperbole (jui sert de base au cylindre dont le paramètre 
therinométrique <?st e; or, «juand e croît continuellement, et 
dans le meme sens, l’extrémité mobile revient aux mêmes 
points à chaque révolution : doue , quand s augmente de 
2 ?r, l’asymptote, l’iiyperbole, et les fonctions inverses, 
redevieuueut les mêmes. Ainsi, la période 4 <7 n’est autre 
que 2 7t. 

îj XXX. 

AVANTAGES DE CETTE APPLICATION. 

Cessant de faire abstraction de toute connaissance anté- 
rieurement .acquise, nous retrouvons, dans les fonction.s 
inverses, -l. (s), il!i (s), les fonctions trigonoinétriques 
sine, cos c. Mais ici les formules (8), ou celles de 
sin (a ± (S) et cos (a rt ^), étant établies analytique- 
ment, et non par des démonstrations géométriques, on n’a 
pas à se préoccuper de leur généralité; aucune additi(jii 
n’est nécessaire à cet égard. 

Telle est la métluide à suivre pour obtenir les relations 
<|ui fout connaître toutes les propriétés des fonctions in- 
verses. Si la première application (jue nous venons d’en 
faire parait trop sitnple, et par trop élémentaire, à causi; du 
peu de nouveauté des résultats , nous en ferons bientôt une 
application plus sérieuse et plus nouvelle; elle reproduira, 
eii (juelque sorte, les mêmes mots, les mêmes phases, ei 
l’exemple |)récédent aura puissamment contribué à en sim- 
plifier l’exposition. 
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§ XXXI. 

FONCTIONS INVEUSES DES ELLIPSOÏDES PL.\NÉTAIHES. 


Lorsque l'on coiiiiail les fondions iii\erscs d’une famille 
de surfaces isothermes, si les fonctions inverses d’une autre 
famille peuvent s'exprimer à l’aide des premières , cette 
liaison suffira pour étudier leurs propriétés. Appliquons (ÿ 
procédé, dont uous ferons un frétpient usage, à l’étud»; des 
fonctions inverses appartenant aux ellipsoïdes planétaires 
ayant pour équation 


(10) 


X’-4-Y’ 

V ^ V’ ~ 


où V’=c>. 


Par la substitution de X’ — e* à et l’application delà mé- 
thode de recherche du paramètre thermométrique, on ar- 
rive définitivement à 



Pour simplifier, posons X = etc, X' = «' et (v seront 

précisément les deux fonctions inverses qu’il s’agit d’étu- 
dier, et ([ue nous désigncioiis, w par rV, (e), w' par tlli, (e). 
L’équation (10) deviendra 


(10 bis) 


X»-t- 

(V’ 


Z’ 

— - = c% où ic''= I . 

w‘‘ 


La transcendante £, les deux fonctions inverses, et la valeur 
Q de £ correspondante à = 00 , seront 
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Or, si l’on iiilroduii une nouvelle fonction u de £, telle 
que 

/ V • > 1, , — I , dw 

( 12 ) yi — u‘ — ~i il on u~ 1 et du =. --- ■» 


' — I 


il s’ 


ensuivra 


du 


dw 


W ^w‘ I 


et int^rant, puisque u s’annule quand = i , 

(. 3 ) 1 = r ^ = r T^‘ 

J\ iv v*’’ — 1 t/o V* — 


De telle sorte que 1/ et — u* seront précisément les fonc- 
tions inverses (e) et i(i) (e) des cylindres hyperboliques, 
et que 

Q= r f'-t=.=,=i. 

Jl w I Jo \j l «’ 2 


. § XXXII. 

FORMULES ET PROPRIÉTÉS. 

Les relations (12), exprimées en X, i)!>, Xi, i)b, , don- 
neront donc 


(> 4 ) 




« , _ X b, (.) 

x.(c)’ ^’"(^-x,( 0 ’ 


ou inversement, par l’isolement des Xi , i)S>, , 

(. 5 ) 

A l’aide de ces dernières formules et des valeurs diverses 


11!) («) 11!» (s) 
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du tableau (g), on composera le nouveau tableau 


(e) — (0 = ') 

t = O, q , 1q, Sq , ^q, 

_ tV>i = I, CO , — I, CO , I, 

(i6) 

Vlî>l=0, -f-OO— , O, +00 — , O, 

a„ (±p) = A, (P), 11!,, (±P) = ±D!., (P), 

. 1,1 (a + 4</) = tl,, (a), t)!„ [ 0 .+ lq)= xl>„ (a). 

La fonction iL, est paire, la fonetion "ill,! est impaire; ces 
deux fonctions sont périodiques; la période est 4? ou 27 t 
pour , 2,7 ou TT pour \)b,. Les valeurs (i 4 ) transforment 
les formules (8) dans les suivantes ; 


(>7) 


I . 1 ., (a± P) = 
< 

I k!„ (a± P) = 


I q; 11!,, (a) t)!>i (P)’ 
l)!,,(a)±:t)!,i(P) _ 
I +lft>, (a) \)!„ (P) 


Tout cela n’est pas neuf, car les fonctions inverses 
»V, (s), tl!i, (e) ne sont autres que sécs et tange. Mais c’est 
l'analyse qui assigne ici les périodes et les variations de 
signe de ces deux fonctions inverses, et il n’y a pas lieu de 
SC préoccuper de leurs causes géométriques; ce qui réduit 
à néant une multitude de discussions métaphysiques, et 
entre autres les opinions contradictoires sur le changement 
de signe de la sécante. 


§ XXXlll. 

INTRODUCTION DES IMAGINAIRES. 

Au premier procédé que nous venons de décrire, et qui 
permet de passer d’un groupe de fonctions inverses à un 
autre par une transformation réelle, il faudrait en joindre 
un second remplissant le même but à l’aide d’une transfor- 
mation par imaginaires. Mais, au lieu de définir ici ce non- 
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veau j)imécl6 , nous jn éférons iiuliijucr cominent les ima- 
ginaires s’inlroduisent naturellement dans l’étude des sur- 
faces isolliermcs et de leurs foiielions inverses. 

Supposons un élève qu’ou aurait initié aux mathéma- 
tiques, au calcul différentiel, au calcul intégral, sans lui 
parler de trigonométrie, de lignes trigonométriques , de 
transcendantes d’aucune espèce. Qu’on lui présente la 
lliéoric des surfaces isothermes dans l’ordre que nous avons 
suivi, en appuyant sur la nécessité d’exprimer les para- 
mètres géométriques des surfaces considérées et reconnues 
isothermes eu fonction du paramètre ihermumétrique. Il 
rencontrera d’ahord la fonction inverse e‘, dont il établira 
et étudiera le développement 

/ 5 

I i-l 1 1 5 H 5 — H 5 — 7— P -4- . . . 

\ I 1.2 1.2.3 1.2. 3. 4 1.2. 3. 4 . 5 

par les méthodes actuellement usitées dans l’algèbre. On 
lui fera remarquer que ce développement se compose d«r 
deux parties, l’une paire., raulre impaire. 




h(e), 



r: m75 



Abordant les cylindres elliptiques isothermes, il recon- 
naîtra tlans les valeurs X = cE (s), V — . cC (s) , ou dans les 
fonctions inverses de cette famille les deux parties détachées 
lie e*. Prenant ensuite les lyliudres hyperboliques iso- 
thermes, il trouvera d’autres fonctions inverses F (e) = 

c 

'P 

.r (£) = —; mais, sachant qu’on passe de toutes les pro- 


priétés de l'ellipse à celles de riiyperludc, par le simjvle 
< hangcment de X'' en — X *, ou de X' en X' \/ — 1 , il recon- 
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iiailra ([ue F (e) et rf(s) ne diffcrcnl de F. (s) et i.’ (e) qu’eu 
ce ([lie £* y est changé eu — e', d’où il conclura 


ou 


F(e) = K(£V— ■). 



F(0 = . 


.f(£) = S 


£j s< s'' 

■>. 2 . 3.4 2 . 3.4 -5.6 ’ 

,1 ^ 

273“'“ 2 . 3 . 4. 5 ~ 2 . 3 . 4.5:6. 7 "*■•••• 


Il cüu.slalcra la périodicité nécessaire et réelle de ces nou- 
velles fonctions, et apprendra leur signification trigono- 
métrique cos £, sin e, en partant des méthodes exposées aux 

§§ 27,28 et 29. 


§ XXXIV. 

ORIGINE ÜES PÉRIODES IM.\GINAlRES. 

Revenant aux premières fonctions E(s), ^(s), il con- 
clura do leur dépendance avec les secondes cose, sin e, que 
si ces dernières ont une période réelle, les autres ont consé- 
quemment une période imaginaire. Puis, quand il aura 
étudié toutes les familles de surfaces de nos deux premières 
leçons, et qu’il sera parvenu aux prévisions du § 21, il 
y joindra celle-ci : que les fonctions inverses des familles do 
surfaces homofocales et isothermes du second ordre, pour 

lesquelles le rapport - n’est ni zéro, ni l’unité, devant 

réunir à la fois toutes les propriétés des douze fonctions iri- 
vc.Tscs partictilières , seules classicjueinent connues, auront 
très-probablement chacune deux périodes, l’une réelle, 
l’autre imaginaire. 

Une telle marche, substituée <à renseignement habituel, 
serait à la fois plus rapide et plus complète. Fille introdui- 
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rail l’emploi des imagiuaires de la manière la plus simple 
et la plus lueide; elle établirait une liaison naturelle entre 
les rhapitres les plus importants du calcul intégral, entre 
les transcendantes circulaires et logarithmiques, entre les 
fonctions trigonométriques et exponentielles. Elle ferait 
comprendre la nécessité d’aborder, dans les cours clas- 
siques, les transcendantes et les fonctions elliptiques , si 
unanimement réclamées par toutes les branches progres- 
sives des mathématiques appliquées; enfin elle faciliterait 
singulièrement cette nouvelle étude , comme nous nous pro- 
posons de le démontrer. 

On reconnaîtra sans doute un jour que les programmes 
de l’enseignement d’une science principalement destinée 
aux applications devraient toujours suivre fidèlement les 
progrès de cette science, se modifier avec elle, adopter, dès 
leur origine, les instruments des nouvelles découvertes, les 
substituer même aux anciens, dont l’impuissance et la sté- 
rilité actuelles sont suffisamment constatées. On sentira 
<[ue cette mobilité des programmes , sagement réglementée, 
accélérerait les progrès des sciences appliquées, en for- 
mant, par un apprentissage mieux approprié, un plus 
grand nombre de bons et d’ardents travailleurs. Pour com- 
prendre combien cette vérité si évidente est aujourd’hui 
méconnue, qu’on lise les programmes officiels de l’ensei- 
gnement des mathématiques pures, ils sont tels que les au- 
raient faits Laplace et ses élèves; on n’y trouve pas trace 
des découvertes, si importantes pour l’avenir, de Fourier, 
d’Abel, de Jacobi, de Sturm et d’autres géomètres mo- 
dernes, dont les efforts incessants ont enfin réussi à faire 
marcher la science en dehors de la Mécanique céleste. 
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QUATRIÈME LEÇON. 

Transcemiantes pt fonctions inverses dans le ca.s général des surfaces iso- 
thermes du second ordre. — Nouvelle application de la méthode d'ctiido 
— Formules d’Euler. — Propriétés des fonctions inverses des hypcrholoïdes 
à deux nappes. — Leurs tracés graphiques. 


§ XXXV. 

TRANSCENDANTE e DANS TROIS CAS GÉNÉRAUX. 

Aborclon.s enfin l’élude des fonctions inverses dans le cas 
général de l’exemple \1. défini par la seconde leçon. Il 
s’agit des surfaces du second ordre, coucentriques et hoino- 
focales, représentées par l’équation 

, ^ X' , Y’ Z’ 

)'' ' X’ ■*" V— 6''^ V — 

où la constante c surpasse h-, le rapport - étant d’ailleurs 

quelconque. Nous avons vérifié, § 13, que ces surfaces sont 
isothermes. Cette vérification conduit ,à la relation 

et la fonction ^ a des valeurs différentes suivant ([uc X est 
inférieur à h, compris entre b et e, ou supérieur à c. Dési- 
gnons le paramètre géométrique /. par v dans le premier 
cas, par p dans le second, par p dans le troisième; on 
pourra prendre pour ç cl pour le paramètre thci inomé- 
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nique £ les expressions du tableau suivant ; 


( 3 ) 



V*’- 

■ v’ y/f’ — v’ 



C 

Jo y/6’— v' v'c’ — V' 

v/û’— 

b' y/c' — P» 



C ’ 

Ji, v'p’ — 6’ v'c' — p’ 


6' y/o'— c' 

» 

f/,'- 

e = <• 1 — 


\l vV— 


O, CT], t3i étant les valeurs partieulières de £ qui corres- 
pondent respectivement à v b, à p = c, à p = oo , on 
aura 


( 3 bis) 



ih 

^ — v'^ — v’ 

ç/fi' — b' — u’ 

^9 

— 6’ V'p’ — c' 


§ XXXVI. 


FONCTIONS INVERSES DES TROIS FAMILLES. 

Les trois axes de toute surface (i) sont trois paramètres 
géométriques également importants. Il convient donc d’in- 
troduire trois fonctions pour chacun des trois cas. Nous 
les désignerons par les symboles inscrits au nouveau 
tableau 

\Jb'‘ — v’ = cB(e), y'c’ — v’ = cC(e), 
y/jx'— 6' = cB,(6;, p’' = cC/s), 

— b‘ = y/p’ — e' = eCj(e) . 

.es équations des trois familles de surfaces isothermes aux 


I v = cA(s), 
fi= cA,(e), 
P = cA,(e), 
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paramètres v, a, p exprimées à l’aitle du paramèire llier- 
inomélriipie , seront 


X’ 

Y’ 

/.= 

A’ (Ô 

B'(£; 


X' 


c’ 



c;{c ’ 

X’ 

Y’ 

I 1 

c’ 

A’,(0 




I.a première famille se compose d’hyperboloïdes à deux 
nappes, la seconde d’hyperboloïdcs à une nappe, la troi- 
sième d’ellipsoïdes. Ces surfaces sont conjuguées, en ce 
sens que les constantes h et c ont pour toutes les mômes 
valeurs, ou que les sections principales de ces surfaces ont 
les memes foyers. 


§ XXXVIl. 

RELATIONS ALGÉBRIQUES ET DIFFÉRENTIELLES. 
Si l’on représente par k et k' les deux rapports -, 

^ — , lesquels sont complémentaires, en ce sens que 

A* -t- A'* = I , on déduit du tableau (4) les relaiious sui- 
vantes ; 



( A’ -P B’ = k\ 

A’ -P C- = 1, 

C’ — B’ = k'\ 

(5) 

a;- 

B ;■=/■, 

a;-pc; = i, 

b; -P cj = k'\ 


( a;_ 

bî == k\ 

Ai-c:=i, 

b; - c; = 


en supprimant l’indication de la variable e qui est la même 
pour les neuf fonctions. 

I.a différentiation des transcendantes e(3) cl des rcla- 
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lions (5) conduit facilement aux différentielles suivantes': 


I rfA =BC</s, </B = — CArfe, rfC= — ABrft, 

rfAi = B,C|rf£, rfB, = C, A, f/f, rfCi = — AiB, 

rfAa=BjCj£/e, £/Bi=CaA,rfs, </Cï= AaBi^fc. 

Ainsi, dans chaque groupe (A,-, B,-, C.) la dérivée d’une 
des trois fonctions inverses est égale au produit des deux 
autres, pris avec le signe -+-, si /'= 2 , ou s’il s’agit de A, 
A, , B, , avec le signe — pour B , C, C,. C’est évidemment 
la généralisation d’une propriété commune aux fonctions 
trigonométriques et exponentielles. Les relations (5) géné- 
ralisent aussi celles qui existent entre le sinus et le cosinus, 
entre la sécante et la tangente, la cosécante et la cotangente, 
sans H ou avec H. On rencontrera à chaque pas des rap- 
prochements analogues; nous ne les signalerons plus. 


§ XXXVIII. 

NOUVELLE APPLICATION DE LA MÉTHODE D’ÉTUDE. 


Ce sont les neuf fonctions inverses (A,-, B, , C,) dont il 
s’agit de découvrir les propriétés. Commençons par les 
fonctions, (A , B, C), ou par les premières lignes des ta- 
bleaux (3), (4), (5) et (6). Pour appliquer la méthode 
d’étude du § 23, posons 


(7) 




dx 

\!b‘ — x‘‘ ^c’ — x‘ 


y/ 6’ — — y'' 
dz 

\jb^ — y‘‘ — z‘ 

, z=¥(x,y). 


Aux trois conditions générales du paragraphe 24, il faut en 


by.CoogIc 



Sun LES roNCTioss verses, etc. 4y 

joindre une (juatrièine , particularisée par la fonction ly, 
ou par la transcendante e exprimée en v. Nos recherches 
préliminaires conduisent à une condition spéciale , qui 
laisse peu de chose à deviner, pour assigner la forme de la 
fonction F, la voici : 


§ XXXIX. 

CONDITION SPÉCIALE. 
Lorsque £ = c, la transcendante devient 



et le rapport ^ n’est autre que l’hypotangente de e, ou l’une 

des fonctions inverses des hyperboloïdes de révolution , 
§17; désignons cette fonction par le symbole B (s), on 
aura, pour 6= c. 


x = cE(a), jr = cE(p), z=:cG(a±p). 


Or la formule du § 32, qui donne a)!)i (a ± (3) en tft,, (a) 
et al!., (j3), ou tang (a ± |3) en tang (a) et tang((3), expri- 
mera facilement S (« ± |S) en G (a) et G ((5) ; car il sufGt, 


d’après notre § 33, d’y substituer 
sans difficulté, 


G 

- — ■ à tü., ; ce qui donne, 
V— > 


i±S(«)G(p) 

formule que l'on vérifie d’ailleurs directement en rem- 

P / \ 

plaçant G (s) par il s’ensuit 

Z = c ^ . 

I±:G(a)G(P) c^±xjr' 
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valeur qu’oii peut uiellre sous la forme 


( 8 ) 


c' — jt’ 




Ainsi, comme condition spéciale, la fonction z = F (x, y) 
(y) doit être telle, que, si l’on y fait b =c, elle se réduise 
à la valeur (8). 

§ XL. 

DÉTERMINATION DE LA FONCTION F. 


La fonction la plus simple qui satisfasse aux quatre eon- 
di lions réunies est 

xJb^ — y'Jc'‘ — r'±ry^A’ — x ’ — x’ 

(9) " = = ïv— ’ 

ou bien, désignant, pour simplifier, par n le produit des 
deux radicaux eiijr» par K relui des deux radicaux eu x, 


{g bis) 


bc 


X7i± jri 
è’c* — .r’r‘ 


Il s’agit de prouver que cette fonction ii est précisément z. 

Pour cela, posant i> = s/ h* — «' = — h*, la sub- 

stitution de U (9) donne 


. c’ — x^ y b’’ — y"‘':ç.xy\j c' — x’ \/c’ — y‘ 


r= h 


(to) 


é’c’ — x’/’ 


b‘‘<Jc' — x’ \jb'‘ — x^yb‘‘ — y‘ 

b'c' — x^y‘‘ 

[Ce que l’on vérifie sans peine : car, si l’on fait la somme 
des carrés de 11 (9) et t'(io), les doubles signes disparaî- 
tront au second membre, et : ^ — —rr V sera facteur 

(o’c’ — x’y’p 

commun de , 


I c’ [b' — _>■’) [x’ (<?’ — y’’) ■+■ c‘‘ ( b' — x’) 

+ x»)[c’(ii> — x’) -f- x’(c’ — /’)] j, 
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exprossioii (jui se réduit à donc 

et de môme u* + te’ = c®.] Le produit vu>, ou celui-ci 

— u’ V^c* — m’, que nous a >pclIcrons IJ, peut sc mettre 
sous la forme 

f.li .T- t - ('■' » V [ c’ {!•'- =^') (f - 7 ’^ H- b’ 

(i c’—x’y / 


Cela posé, clieicbons la dérivée en .r de u (9 iis) , ob- 
servant que ^ c* — (&’ -|- c’) x* -+- a:* donne 

\(iï,= — x(i’-(-c* — 2x’), on trouve d’abord 


du , 


(é^c’ — 


')(»=(= 


i’-f- c’ 


ry- 


+2y’(x’ndzxyt) 


t’y’)’ 


et l'on reconnaît aisément que cette valeur, multipliée 
par Ç, reproduit précisément U (n) ; ainsi ^ Écri- 

vons U (g b/s) de cette manière 


U = dt lie 


y^±xt 
h’ e’ — x’y’ 


avant de prendre sa dérivée en^; cette nouvelle valeur 
de U sera le produit par ± i de ce que devient la première 
quand on y ebange x enj^, et réciproquement^^ en x; on 
aura donc (puisque U est symétrique en xet y) immédia- 
du 

tement -^ = ± — 
dy n 

Réunissant les deux diflérentielles partielles de «, on a 
pour sa dilfércntielle totale 


d’où l’on déduit 


du — — dx^ ~ dy, 
Ç >l 

du dx I dy 

"ïï “ T “ T' 
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Multiplianl par c, ayaiil égaid aux valeuis lospeclives de 
U, >; en tt, x, j, et observant que u s'annule quand x 
et J sont zéro l'un et l’autre, rinlégration donnera 


on a done 

H = 2 = A (atd:: (5), vz=\lb‘‘ — z‘, — z’-y 

et la fonction F est maintenant connue. 


■ I ^ — TT = a ± S, 

i/o ^0- — u'\]c ' — «’ 


§ xu. 

FORMULES D’EULER.. 

L'introduction des symboles (A, B, C) transforme les 
équations (g) et (lo) dans les formules suivantes : 

, A(a)B(p)C(p)±A(p)B(«)C(g) 
A’-A’(«)A’(p) 

B(»)B(p)qzA(g)A(p)C(«)C(^) 

X'-A’(ajA»(P) 

/■C(«)C(p)zpA(«)A(p)B(«)B(P) 

• > 0 -A’(«)A’(P) 

Celte nouvelle et deraière application de la méthode d’é- 
tude du § 23, simplifiée par son analogie avec la première, 
établit ainsi, sans difficulté, et d’une manière en quelque 
sorte élémentaire, les formules ( 12 ), dues à Euler, et qui, 
mises sous diverses formes, ont servi de point de départ à 
toutes les recbcrcbcs sur les transcendantes et les fonctions 
elliptiques. 

§ XLII. 

PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS {A, B, C). 

Les formules précédentes conduisent à toutes les proprié- 


I A (aip) = 
B(a±p) = 

c(«±p) = 
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lés des fonctions inverses A (s), B (e), C (e), ou des axes des 
liyperboloïdes isothermes à deux nappes. 

Le paramètre thermométrique s étant zéro avec v, et égal 
à CT quand v = b [tableau (3)], la première ligue du ta- 
bleau (4) donne 

A (o) = O, B(o)=^, C(o)=i; 

A(n}=^, B{o)=ro, C (ra) = A'. 

D’après ces valeurs, si l’on fait a = o dans les formu- 
les ( 12 ), elles donuent respectivement 

A{±6) = ±A(p), B(±p) = B(S), C(d=p)=C(p). 

Ainsi A (e) est une fonction impaire; B (e) et C(e) sont •- 
des fonctions paires. 

Si, prenant les signes inférieurs, on fait, dans les mêmes 
formules ( 12 ), a = cr, on a, en s’aidantdes relations (5), 


(.3) 




, A (o — P). 

/B(r,-p) 

C (ct — P) = 


C(?) 

' cTF)’ 

/■' 


C(?) 


formules dont nous déduirons des conséquences impor- 
tantes, et qui seront fréquemment utilisées dans l’applica- 
tion des procédés de transformation. 

Ne prenant plus que les signes supérieurs : 
i”. « = CT, |3 = CT, donnent 

A(2o) = 0, B(2ra) = — X-, C(2 bt)=i; 

2°. 3t = 2 CT, |3 = CT, donnent 


A(3n) = — A , B{3ct)=: 0', C(3n)=:/'; 
3". * = 3 CT, P = CT, donnent 

A( 4 ra)=o, 8(41^)==/, C( 4 't)=i; 
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ce qui complète le tableau suivant ; 


e trr 

0, 

CJ, 

2 0 , 3 GT, 

4 o, 

A = 

0, 

k. 

0, —X-, 

0, 

B = 


0, 

1 

0 


c = 

I. 


1, /(', 

* > 


4”. (3 = 2 atlonnc 

A(a + 2o) = — A (a), 

B(a + aEr) = — ® (“)> 

C (a -f - 2 o) = C ( a) ; - • • 

5”. (3 = 4 donne 

A(a + 4i5) = A(3tb 
B (o -I- 4 ®) =B («)3 
. . C (a + 4*^) — C (“)• 

§ XLIII. 

PÉRIODICITÉ. ANALOGIES. 

Ainsi les trois fonctions inverses A(c),B( e), C (e), sont 
périodiques. La période est 4® pour A(e) et B(e), 2 ct 
seulement pour C ( £ ) . ’ 

Par ses variations de signe et de grandeur, la fonction 
A (e) est analogue à sin e , B ( e) à cose 5 nous appellerons la 
première un pseudosinus, la seconde un pseudocosinus. 
Quant à la troisième fonction C (e), qui n’est jamais nulle, 
et dont la grandeur oseille eutre le maximum i et le mini- 
mum À', elle n’est analogue à aucune ligue trigonomé- 
tnque, si ce n’est au rayou; nous l’appellerons un pseu~ 
do rayon. 

Les formules (i3) dans lesquelles (ny — (3) est le compIù~ 
ment, f/e (3, c’est-à-dire ce «jii’il faut ajoutera (3 pour obte-r 
nir le quart delà jiéiiode , prouvent bien que A ti’est pas 
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précisémeiilun sinus, ni 15 un cosinus, puisque les rapports 
■A(o — 8) B{et — 0) 

— „ , ■■ ■ ‘ ) ne sont lias 1 unité, ni meme con* 

B(|J) A(p) I 

stants. On remarquera que le rapport de ces rapports est 

constant, et égal à Â', comme le produit C (/3) . C (ci — (3); 

«|uc le produit A(j3).A(ci — (5) est variable et égal à 

tw/l ’ 


etc. 


, § XLIV. 

LIMITE HE LA PÉRIODE. 


Un tracé graphi([ue peut servir à résumer ces diverses 
propriétés. Pour construire avec quelque exactitude les 
trois courbes dont A, B, C seraient les ordonnées,, et le 
paramètre thermométrique e l’abscisse, il faudrait connaître 
la période ou le nombre n. Ce nombre est une fonction de fc, 
dont la détermination exige des calculs que nous n’expose- 
rons pas. Disons seulement que o surpasse car les deux 
intégrales définies transcendantes 





ont le même nombre d’éléments, et ceux de la seconde sont 
tous plus grands que ceux de la première. 


§ xuv. 

TRACÉS GRAPHIQUES. 


Si l’on suppose la grandeur ci connue, la figure suivante 
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représente les trois courbes dont il s’agit t 



Les deux cercles concentriques ont pour rayons l’unité 
et le rapport A' moindre que i ; on construit facilement 
— A’. Les deux courbes Y = A(e) et Y=B(£) 
sont analogues à la sinusoïde Y = sine; mais leur ampli- 
tude ( 2 A) est plus petite, et la tangente à l’inflexion ne fait 
pas l’angle de 45 degrés avec l’axe des abscisses; son incli- 
naison est moindre pour A, moindre encore pour B, car 
on a, d’après les formules (6) , 


— nr 

dérivée.qui devient 

X- pour £ = o, — / pour s = 2 n , 

et l’on a pareillement 
/ 

dn 


= — CA, 


dérivée qui devient 


' — XX' pour £ = CT, XX' pour £ = 3 ct. 

On sait que les deux courbes Y = sins , Y = cos£, sont 
identiques, c’est-à-dire quelles se superposent dans toutes 
leurs parties, lorsqu’on fait subir à runc d’entre elles une 
translation parallèle à l’axe des abscisses et égale au quart 
de la période. La même translation, effectuée dans le groupe 
des deux courbes Y = A(s), Y = li(£), ne produira pas 
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leur superposition ; les points d’innexion et les sommets se 
confondront, mais en tout autre lieu les deux courbes sc- 
• ront séparées , la courbe Y = b(£) étant toujours plus rap- 
prochée de l’axe des abscisses . 

La courbe î = C(e) est analogue aux précédentes, mais 
avec une période moitié et une amplitude moindre; car 

X 

cette amplitude est i — A' qui est égal à ou à A -, 

^ b i+A' i-t- A' 

et conséquemment moindre que A, moitié de l’amplitude 
2 A commune aux deux courbes A et B. Quant à l’inclinai- 
son de la tangente à l’inflexion, on a, d’après les for- 
mules (6) , 

= — AR, (l'où =C(A'— n>); 


là résulte qu'à l’inflexion A = B = et conséquem- 


dC . , . 

ment -7- est égal a 
«s 


X’ X’ 

, ou à -4- — î suivant le rang impair 


2 2 

ou pair du point de cette inflexion. 

L’abscisse de tout point d’inflexion de la courbe Y = C(e) 
étant donnée par l’équation A’(r) = B’(e), la^arallèle à 
l’axe des ordonnées, menée par ce point , contiendra une 
intersection des deux courbes Y = A (r) et Y = B (s) , si le 
rang est impair; clic coupera ces courbes en des points 
dont les ordonnées seront égales et de signes contraires, si 
le rang est pair. La ligne, parallèle aux abscisses, qui con- 
tient tous les points d’iuüexion de la courbe C, ne la par- 
tage pas eu parties égales, comme cela a lieu pour les < ourbes 
A et B; ici les parties supérieures sont plus courtes que 

les parties inférieures; en effet , l’ordonnée W i — 
w — - — , aux points d’inflexion de la courbe C, surpasse 
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la (lemi-somint; — Jcs ordonnées aux soinniels , puisque 

+ • Ainsi, quant à la forme, 

la courbe C diffère notableiiient des courbes A cl B ; elleesi, 
e‘n quelque sorte , moins parfaite ou moins symétricjue. 

§ XLVI. 

CLASSEMENT DE PUOPlUÉTÉS. 

Par tout ce qui précède, le pseudosinus A(e), le pseu- 
docosinus B (e), et le pseudorayou C(s), nous paraissent au 
, moins aussi complètement déduis que les fonctions trigo- 
nométriques sine et cose. Il ne leur manque qu’un plus 
long usage ou des applications plus nombreuses ; les pro- 
grès incessants des malbématiques ne tarderont pas à com- 
bler cette lacune. 

Mais tout n’est pas dit sur les fonctions A, B, C; nous 
n’avons signalé que celles de leurs propriétés qui corres- 
pondeut toutes aux propriétés de sine et de cose; l’inlro- 
duclion des imaginaires, et la liaison de ces fonctions 
inverses a^ec eelles qui appartiennent aux deux autres 
familles de surfaces isolbermes (des byperboloïdes à une 
nappe et des ellipsoïdes) , nous conduiront à une seconde 
classe de propriétés tout aussi étendue que la première. 

Pour connaître les propriétés spéciales des deux autres 
groupes de fonctions inverses (A,, B,, C,) et (Aj, Bj, Cj), 
on pourrait appliquer directement, à chacun d’eux, la 
méthode d’étude du § 23 , comme nous l’avons fait au 
groupe (A, B, C). Puis, après trois études partielles, et 
^cn quelque sorte indépendantes, on chercherait les rela- 
tions qui existent entre les trois groupes, et qui sont d’une 
grande importance dans la iliéorie que nous développons , 
car ce sont ces relations mômes qui recèlent toute la sc- 


■ . Digitizod by Google 




' SfU LES K0NCT10>S INVEBSES, ETC. 5y 

coude clas.se de propriétés ci-dessus annoncée. Celte niarclie 
serait la plus naturelle et la plus lucide; elle aurait Incon- 
testablement l’avantage de n’établir aucune différence de 
rang, aucun privilège, aucun droit d’aînesse entre trois 
groupes dont l’importance est parfaitement égale. Mais 
cette marche serait beaucoup trop longue, comparée à celle 
que nous adoptons, cl qui consiste à poser, dès l’abord, et 
en quelque sorte synlliétiquemcnl,.une partie des relations 
à découvi'ir, afin de déduire, par le procédé du § 112, 
les deux groupes (A,, B,, C,) et (A., Bj, Cj) du groupe 
(A, B, C) déjà traité. Contentons-nous de dire, pour ré- 
tablir l’égalité troublée, que nous eussions pu commencer 
par traiter directement tout autre des trois groupes. 

Il importe de remarquer (pie les fonctions {A, B, C), 

étudiées dans cette leçon, se modifient singulièrement quand 

le rapport l approche de l’une ou de l’autre de ses limites , 

zéro et runité. Nous verrous qu’à la limite de A = o, les 

. . A(s) B(e) . . 

tractions — — sont exactement sine et eose, taudis 

/* n 


([ue C(e) devient constant et égal à l’unité; ce t[ui justifie 
les analogies signalées et les dénominations employées dans 
les derniers paragraphes, où l’on suppose que A ait une 
valeur moyenne. Mais, à l’autre limite , à celle de A= i, 
les fonctions (A, B, C) semblent changer brusquement de 


nature, car A(e) devient ow hypolangt, tandis ijue 


B (s) et C(e) sont identi(|ues et égales à rrr-:> ou à hjposéct^ 

h(e; 


§ 17. On ne saurait imaginer une métamorphose plus, 
complète. 

Celle mutabilité, qui s’étend aux trois groupes, explique 
les difficultés qu’on rencontre, lorsqu’on cherche à représen- 
ter les transcendantes elliptiques et leurs fonctions inverses 
par des ares de courbe et des lignes droites, à la manière de 
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la traiiscendanle circulaire cl dos fondions irigonomélii- 
ques. Il faut adiucltre, en quelque sorte, aulunl de sys- 
tèmes représentatifs distincts qu’il existe de valeurs de k ; 

ceux de ces systèmes qui répondent àA=o,A = i,A = ^ï 

sont connus et sont très-différents. Dans la théorie qui nous 
occupe, CCS difficultés sont écartées : les trois variétés des 
transcendantes elliptiques de première espèce expriment la 
température , dans les trois familles de surfaces isothernies 
du second ordre, lesquelles sont homofocales 5 'et si l’on ' 
prend jiour unité de longueur la demi-distance focale prin- 
cipale, les fonctions inverses des transcendantes sont les 
axes mêmes des surfaces isothermes. Cette représentation, 
à la fois physique et géométrique , est simple , générale et 
naturelle. En comparaison, tonte autre paraît compliquée, 
partielle ou factice. 
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CINQUIÈME LEÇON. 

.Système conjnguô. — Transfornialiona récUcs dos fonctions (A,, U,, C,) et 
(A,, Ü,, C,)en (A, H, C). — Propriétés cl cîassoincnt des neuf fonctions. 

— Formules de toutes les transformations rt'cllcs. — Généralité do la pé- .. 
' riode réelle. — Anomalies. 


§ XLVII. 

SYSTÈME CONJUGUÉ. 

Le système triple de surl'accs isothermes défini au 
§ 36 est particularisé par la valeur de la ligne cou- 

y 

stantc b , ou par celle du rapport A = -• 11 existe autant de 

systèmes semblables que de valeurs du rapport A, com- 
prises entre zéro et Tunité. Mais tous ces systèmes sont 
conjugués deux à deux; au système correspondant à £ et A 
se trouve conjugué celui dans lequel b est remplacé par 

fc'= “ P®*" b' = ^ = y/ 1 — A*, et réciproque- 

ment A' par A. Dans les transformations qui vont suivre, il 
sera nécessaire de considérer ce système conjugué en même 
lemj>s que le premier; nous le désignerons en accentuant 
les paramètres géométriques et les fonctions inverses qui 
lui appartiennent. 

Par exemple , à la famille des byperboloïdcs isothermes 
à deux nappes, particulièrement étudiée dans la leçon pré- 
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ccdciitc, appartienl le tableau suivant : 


e = c 



d‘i 

\! b’’ — V* ç/r’ — V* 


5 



d; 

\Jb‘—d v/c’— V* 


{-) 


< = ck(t), y/A’ — v’= cB(«), v'=: cC(«), 

JT* s’ 


A’(«) B'(.) C’(c) 


/> , i’ 

- = X- . -I L' 


et la famille des liypcrboloïdes à deux nappes du système 
conjugué sera représentée par le nouveau tableau . 

C' dv' r’’’ d-j' 

I r — ; ^ — - ra'=c / 

Jo y/6'>_./Vr’— v" Jo y/é"— v'Vc’— •/> 


(’•) 


•/=cA'(s), yV>- v'=,cB'(£), v'c^’’^’=cC'(i), 

x’ y 2’ 


A'’(î.) B"(£} C”(i) 

- = X' 


= O , 


= X, X-2; 


A'f— ' ,g\ R'/rt' X ^ 


(') 


Les fonctions inverses A', B', C ont identiquement les 
mêmes propriétés que A , B, C; il n’y a d’autre diffé- 
rcncc que dans la grandeur de la période, qui est 4 cjpour 
A, B, anr pour C, et ^ts' pour A’, B’, ans’ pour C’. Les 
dernières lignes des deux tableaux précédents reproduisent 
les formules (i3) du § 42, donnant les fonctions inverses du 
complément de s, qui est (t3 — s) au premier tableau, 'et 
(es' — s) au second. 
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§ XLVllI. 

THANSKOUMATION DES (A,, U,, C,) EN (A', B', C). 


La famille des liyperboloïdes isollicmics à une nappe au 
paraïuèlre géométrique fx, étant représentée par le tableau 


r“ r 'h 

e=c I , - —7^ ; Bi,=c I T— . 

Jb Vf*’ — 6’ yc’ — fl’ J b y fl’ — b^^c‘‘ — fi’ 

(3) fi = cA,(s), Vfi’ — A’=cB,(s), y/e’ — fi’=cC,(i), 


.y’ , 

ÂTïï)'^Bf(r)~c;'(T)“"’“"’ 

on obtient les fonctions inverses A,, B,, C, à l’aide des 
fonctions A', B', C', du système conjugué, par la transfor- 
mation suivante. Posant 


{4)fi = V^c’ — •/’, d'où y^a’ — 6’= y è'’ — •/’, y/c’ — fi’=v', 
on eu déduit d’abord 


y^fi’ — d’ y^c’ — ji’ — y^ 6'’ — •/’, f/fi — — 


y/c’— •/’ 


dp 




dv' 


y/fi’ — 6’ y/c’ — p’ y/ 6'’ — ■/’ 


puis, par l’intégration et par une double détermination de 
la constante introduite g, 



d P 

y/p’ — t’y/c’ — p’ 



car, d’après les relations (4) : i” quand p = c, v' est zéro, 
la seconde intégrale (5) s’évanouit, la première devient 
cr, , donc g=zrsi \ 2 ” quand i>- = h, v' est égal à b', la pre- 
mière intégrale (5) s’annule, la seconde devient a', donc 
^ = cf'. Ainsi les deux intégrales définies et, et et' sont 
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«'•gales entre elles , c’esl-à-ilire «[Uc l’on a 


(5 bis) 



(l^ 

J-‘ y'c’— li» 



D’après cela, la première intégrale (5) étant e, la se- 
conde sera (et' — e) , et on aura actuellement 

■j'=cA.'{ts'—’.), v'*'’— •>' — cB'(n'— s), Vc^T'‘>=cC'(o'— e). 

Ces valeurs, jointes à la seconde ligne du tableau (3), 
transforment les relations (4) dans les suivantes: 

(6) A,(e) = C'(o'-0, B.(e)=B'(.i'-e), C,(s) = A'(o'-e), 

et, d’après les dernières formules du tableau (a), on a 
aussi 


(6 bis) A,(e)=, 


B .(0 




C.(e)= 


B'(0 


~ C'(e) ' 

équations ([ui expriment directement les fonctions 
A,, B,, Cl à l’aide des A', B', C'. 


§ XLIX. 

TKAN'SFOKMATION UES (A„ B,, C.) EN (A, B, C). 

J^a famille des ellipsoïdes isothermes, au paramètre géo- 
métrique /S, étant représentée par le tableau 

rfp f” 

Je \!f — è’ \/p’ — c' Je 

(■j) p = cA,(e), v^p'— è’=rcB,(£), v'p'— c*z= cC,(î), 

on obtient les fonctions inverses Ai, Bj, C, à l’aide des 
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fondions A , H, (’. par la Iransl'ormation suivante: ]>osanl 
(S) (Voii \/f— b^= b — ^ '' 1 y/p’ — r’ = <■ ^ , 


on eu déduit d’abord 


bc 


y/pî— y/p’— c’ = ^y/è» — v’ v'c» — v% rfpr=— ic 




y/p’ — 4’ y/p’-^T* y/i’ — • y’ y/c^— v’ 


jiuis, par l'inlégralion, et par une double détermination de 
la constante introduite g’, 





g' = n,= CT; 


car, d’après les valeurs (8) : i° quand p = oo , v est zéro , 
la seconde intégrale (9) s’évanouit, la première devient cr, , 
doncgf = Uj; 2” quand p = c, v devient égal à la pre- 
mière intégrale (9) s’annule, la seconde devient o, donc 
g = U. Ainsi les deux intégrales définies w, et ttr sont égales 
entre elles, c’est-à-dire ((ue l’on a 


(9 bis) aj — cf 

Je y/p’ 


,/p 


6’ y/p’ — t 



~rs. 


D’après cela, la première intégrale (9) étant s, la se- 
conde sera (ra — s), et l’on aura aciuclleraeut 

v = cA(ct — î}, v'è’ — v’=cB(ct — j), y/c* — v’ = cC(ra — s). 


Ces valeurs, jointes à la seconde ligne du tableau (7), 
transforment les relations (8) dans les suivantes ; 


(lo) A,(j)z= 



B, (£) = /■ 


C (o — t) 
A(nr — s) 


C.(e) = 


B (u — î) 
A (cj — e)’ 


et, d’après les dernières formules du tableau (i), on a 

5 
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aussi 

(loto) = = C,(0= 

équalioiis qui expriment directement les fonrtions 
(A„I5„C,) en (A,15,C). 



§ L. 

PROrUIÉTfcS DES (A,, B,, C,.) 

Les relations (6 bis) conduisent aux propriétés et à la 
déiinition des fonctions inverses A,, Bi, C|, ou des axes de 
l’hyperboloïdc isothenne à une nappe. En cfTct , si l’on 
passe des formules du § A2, qui eoncerneiu les fonctions 
A , B, C, h leurs conjuguées en A', B', C', on déduira de ces 
dernières, et par les relations (6 bis), le tableau 

n', 2 ta', 3 a', 4 

I , I , 

A', O, — A', O, 

O, — A', o, A', 

l A,(±î) = A.(«), A,(î + 2ct') = A,(2), 

(iito) I B, (± s).= ±B,(Ot B,(s+4”')=B,(s), 

( C, (±0 = C, (t), C, (£+4ta')=C. (0- 

D’où l’on déduit les conséquences suivantes : la fonc- 
tion B, est impaire; les fonctions C| et A, sont paires. Ces 
trois fonctions sont périodiques; la période étant 4 ®' pour 
Bi et Cl, ao' pour A,. Par leurs variations de signes et de 
grandeur, les fonctions B, et C, se conduisent respective- 
ment comme les fonctions A et B, ou A' et B'; B, est donc 
un pseudosinus, C, un pseudocosinus. La fonction A, qui 




I s = O, 



et les formules 
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ii’esl jamais nulle, et qui oscille piitre le minimum A et le 
maximum i , est un pseudorayou comme C ou C/; avec 
cette différcnco t[ue A, arrive à son maximum quand 
atteint son minimum, et réciproquemeni. 

^ LT. 

PHOPUIÉTÉS DES (A.,, I5„ C,). 

Les relations (loiA) conduisent pareillement aux pro- 
priétés et à la définition des fonctions inverses A*, B}, Cj, 
ou des axes de l’ellipsoïde isotherme. A l’aide de rcs rela- 
tions, les formules du § 42 donnent le tableau 

9. ra, 3 CI, 4'^> 

— I, ce , I, 

— A', x> , A ', 

o-t-, ce—, O, 

A, (s -I- .4 a) = A, (s), 

lh(e -f- 4 = Bi ( 0 > 

C, (e -1- 2 ci) = C, (c). 

D’où l’on déduit les conséquences suivantes ; la fonc- 
tion C. est impaire; les fonctions A* et Bj sont paires. Les 
trois fonctions sont périodiques; la période étant 4 O pour 
As et Bs, 2 cr pour Cs. l’ar ses variations de signe et do 
grandeur, la fonction C$ (e) est analogue à tang s ; nous la 
nommerons une pseudotan gente . Les fonctions As et B. 
rappellent les propriétés de sée £ ; nous les nommerons des 
pseudosécantes : il y a toutefois cette différence, que les 
limites absolues de Aj sont toujours l’unité et l’infini , 
comme pour séc £, tandis que ces limites sont la constante A' 
et l’infini pour B,. 

5 . 


O , CI, 

I , CO j 

A ' , CO , 

o-t-, CO —, 

et les formules 

I A,:± .-) =c A,(c), 

B, (rh i) = Bj (c), 
C,{±t)=±C4t), 
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LU. 

CL.VSSK.MKM DES NEUF FONC.TIONS. 

r,n n^uiné, les iu’iif ronclinns inverses, introduiles au 
^ d(), coinprenncnl : «leux pseiulorayons (C el A,), deux 
pseudo.sinus (A cl R,), deux pseudocosinus (R el C,), deux 
pseudosécantes (A, cl R,), une pscudolangenle (C,). 

Trois de ces fondions sonl impaire.s (A, R,, C,) , les six 
aulres sonl paires (R, C;C,, A, ; A,, Ri). Di; telle sorte <]ue 
dans chaque groupe (A,, Rj, C,) il n’y a «pi’une l'onclion 
impaire, les deux aulres étanl paires. 

On reinaixpiera (jue la fonclion impaire, pour chaque fa- 
mille isolhermc, forme le dénoininaleur du lernicqui pré- 
cède la varialion, dans l’équation de cette famille [ lahlcaux 
(>).( 3 )>( 7 )]- 

§ LUI. 

TUACÉS GRAPHIQUES. 

Les figures suivantes représentent les tracés graphiipies 
des couches ayant pour ordonnées les fonctions A,, R,, 
et Af, Rj, Cl, l’abscisse étant toujours le paramètre thermo- 
métrique e. L’inspection de ces figures, et les lettres qui s’v 
trouvent, nous dispenseront d’en détailler la construction. 
La première figure reproduit les tracés des courbes A, R, 
C, afin que l’on puisse mieux saisir leurs rapports avec les 
courbes A,, R,,C.; la période 4t^, el couséqucminenl la 
quatrième partie cj , qu’on peut apjK-ler quailmnl , étant , 
les mêmes pour les deux groujies. I.es courbes = A, (s), 
el y = R} (e), ont la forme de la courbe y = séc e; l’or- 
donnée aux sommets est A' pour Rj, i pour A,. La courbe 
y = Cj (e) a la forme de la courbe y — tang e ; mais l’in- 
clinaison de la tangente au point d’inllexion est inférieure 
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B, , Cl, Al, se subsliluaiil respeclivement aux combes A, B, 

C, mais avec des dilléiemes qu’il importe de signaler Le 
((iiadrani est es' pour Ai, B,, Ci, et es pour A, B, C. Les deux 
eourbe.s = B, (s) et y = C, (s) ont la forme sinusoïdale^ 
mais rinelinaison aux points d’inllcxiou n’est pas de 4!> dc- 
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grés; elle esl moiiulrc poui'C,, luoimlio encore pour 15, , car 


U Z 


rfB, 

777 


= C| Al devient kk' pour i =<i, — kk' pour 5 


2 ra', 


(le sorte que si l’on fait subir à Tune des deux courbes, li, 
et C|, une translation d’un quadrant , parallèlement aux 
abscisses, les deux courbes ne se superposeront pas : les 
sommets et les points d’inflexion se confondront, mais en 
tout autre lieu les deux courbes resteront séparées; la 
courbe B,, ou le pseudosinus, étant toujours plus rappro- 
chée de l’axe des abscisses que la courbe C,, ou le pseudo- 
cosinus. L’inverse a lieu pour les courbes A et B, car, après 
la translation d’un quadrant, le pseudosinus A est toujours 
plus éloigné de l’axe que le pseudocosinus B. Il est à remar- 
quer ([UC l’inclinaison à l’inflexion est la même pour les 
deux courbes B et B, ; la tangente trigonométriqiie de cette 
inclinaison comuiune étant kf>' eti valeur absolue. 

La courbe = A, (e) est analogue h la courbe C, mais 
elle commence par son minimum, tandis que C part de sou 
maximum. C’est la seule diflércnce essentielle; car, d’après 
les dillérentielles (6) du § 37, 


d A, 

777 


= B, C„ 


777 * 


= A, (CÎ-BÎ), 


et l’on a, aux points d'inflexion de la courbe A,, 









k'^ 

, 

2 


\ 4 - / 
— — > 
2 


ce (jiii montre, comme au § •i.'j , que 


la droite parallchs 
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aux abscisses menée par ces poiiiis parlage la courbe liiéga- 
leincijt, les parties supérieures étant aussi plus courtes que 
les parties inférieures. 


§ i-iv. 

l■•OnMCLES DE TOUTES LES TUANSF0HM.4T10NS RÉELLES. 

Après avoir étudié particulièrenieut le groupe des fonc- 
tions inverses (A, H,C), ou (A', B', (7), nous avons déduit 
de celte première étude les propriétés des deux autres 
groupes (A,, B,, Cl) et (Aj, B,, C,), à l’aide des relations 
(6 bis) et (lo bis) que l’on junil écrire ainsi : 


(• 3 ) 


X 

= C'’ 

„ , A' 

B,-X^, 

C ~®' 

= XÎ^, 

B 

XX' 

«'=-B-’ 


' X' 

i. 

C'-“ 

^■-C’ 

G' 

B.— g/ > 

G' - X 

11 de la 

variable e, 

qui est la même pour 


toutes ci's fonctions, et eu y joignant leurs conjugées, c’est- 
à-dire celles qu’on eu déduit par le changement de k 
en Ji. 

Or, des éliminations faciles donneront les nouvelles re- 
lations : 

<7. 

.-'51 

A'. 


A-i = 

A = 


(■ 4 ) 


A 

cT 

A'. 


B = A' 


r -®‘ 


C : 
C': 


X' 

K' 

B. 

■ c,’ 


*5, n- = x^, c' = f, 

At A| A( 


A' = 


I 
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qui expriment les groupes Cj) et (A,B, C), à 

l aide du groupe (Aj, B,, Ci); et encore celles-ci 


A = /' 

Cl 

Ri’ 

“= X-’ 

c = 

/■' -% 
Bi 

A,= 

K 

A'.’ 


c,= 

A' 

â;’ 

A' = 

.C', 

b;’ 


C' = 

' b;’ 

A',= 

B, 

Ai’ 

l;- 


k 


qui expriment les groupes (A , B, C) et ( Ai , Bi , C, ) , à 
l’aide du groupe (Aj, B,, Cj). 

Les trois groupes de fonctions inverses sont donc telle- 
ment liés, que do l’un quelconque d’entre eux on peut 
déduire les deux autres. Les formules d’Euler, exprimées 
en (A,B, C) au § 41, donneront facilement les formules 
analogues en (Ai, B,, C,) et en (A,, Bj, Cj) ; s'il s’agit 
d’obteuir A, (a ± /3), B, (a ± (5), C, (a ± (3), on trans- 
formera d’abord les formules primitives en (A', B', C') 
par le changement de A en A', puis on y substituera les 
(A', B', C') en (A,, B,, C,) à l’aide des dernières rela- 
tions (i4)i s’il s’agit d’obtenir Aj(«±.|3), B, (a±|3), 
Cj (a rt {3), il suffira de substituer dans les formules pri- 
mitives les (A, B, C) en (Aj, B», Cj), à l’aide des pre- 
mières relations (i5); et, par des calculs faciles, on isolera 
les nouvelles inconnues. 

§ LV. 

GÉNÉRALITÉ DE LA PÉRIODE RÉELLE. 

Les relations (i3), (i4) et (i5) réunissent toutes les 
transformations réelles qui pimvcnt faire passer d’un des 
trois groupes (A,, B, , C,) .à un autre. Les §§ 48 et 40 in- 
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iliiliieiil do (jiiollo iiiaiiiorc s'olIooliioiU ocs Iraiisfoi in:i- 
lions. Cette liaison générale inontre (jnc toute propriété 
d’un des trois groupes a sa propriété eorrespondantc datis 
cliaeun des deux autres. C’est ainsi que la périodicité 
réelle, signalée primitivement dans le groupe (A, 15, C), se 
retrouve dans les deux autres , avec la seule dilVérencc du 
changement de n en ta', (juand il s’agit de (A,, 15,, C,). 

On remarquera que pour les neuf fonetious inverses 
(A,-, 15,, C,), et pour les neuf fonctions conjuguées 
(A'-, 15' , C'i ), les périodes sont égales à deux ou à quatre 
fois ta ou ta ' 5 c’est-tà-dire que la connaissance des périodes 
réelles, appartenant à ces dix-huit fonctions, n’exige pas 
d'autres déterminations numériques que celles des inté- 
grales définies ta et ta'. Ces deux nombres dépendent d’ail- 
leitrsdu rapport A, et changent avec lui. 

I.VI. 

A.N’OMALIES AUX 1, IMITES DK 

Lorsque A est égal .à zéro ou à l’unité, le sj'slèiue des 
dix-huit fonctions doit se réduire à celui des huit fonctions 
inverses distinctes appartenant aux surfaces de révohition 
isothermes du second ordre, et (jui sont, comme noits l’a- 
vons vu, séce, langs, co.sce £ , rotang e, et 11 sée e , 
II lange, II cosées, H cotangs. A cette limite, la pério- 
dicité n’existe plus tpic pour quatre des huit fonctions, et 
leurs périodes ne dépendent <pie d’un seul nombre qui est n. 
Pour les quatre autres, la périodicité a disparu, ou bien 
leurs périodes réelles sont infinies. Mais nous savons (jue 
ces dca iiières ont des périodes imaginaires, et ce nouveau 
genre de périodicité ne peut être que la trace, subsistant, 
à la même limite, d’une propriété générale appartenant au 
système des dix-huit fonctions; proj>riélé nouvelle (|ii'il 
importede rechcicher et d’élndier. 
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Après avoir iroiivc en quoi coiisisic ecttc propriété, nous 
aurons à’ examiner de plus près la transformation, en 
apparence si subite et si discontinue, d’un système général 
de dix-huit fonctions inverses, qui se réduisent à huit seu- 
lement. On conçoit, en eflét, qu’en suivant une quelconque 
des dix-huit fonctions du système général, dans tous les 
états de grandeur que fait naître la variabilité du rapport A, 
on doit trouver ce qu’elle devient, ou quelle place elle oc- 
cupe, lorsque A est égal à zéro ou à runité. C’est là ce que 
nous chercherons. 
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SIXIÈME LEÇON. 

Traiisfurinations imaginaires des fonctions inverses. — Périodes imaginaires. 
— Double périodicité. — Transformations complémentaires. — Valeurs qui 
anruileiit et rendent inlinics les fonctions Inverses. ^ Multiplication des 
transcendantes. — Découverte d’Ahel. 


^ LVII. 

DI'F.IMTION ET EXEMPLE. 

l.e.s neuf fondions (A,, B,, C,), jointes à leurs eoujuguées 
(A; Bj Ci ), forment six groupes , contenant chacun trois 
fondions inverses d’une même famille de surfaces isother- 
mes. Nous avous vu comment, à l’aide d’uue transformation 
réelle, on pouvait passer d’uu des six groupes à un autre, 
convenablement choisi. Il s’agit maintenant de rechercher 
si le même genre de passage peut aussi s’opérer à l’aide 
d’une transformation imaginaire. Un exemple, pris dans le 
système des surfaces isothermes de révolution, définira ce 
nouveau procédé. 

On sait que les fondions invc;rses appartenant aux hyper- 
holoïdes de révolution à une nappe sont 

57— Bscce, HtangE. 

E(0 E(e) 

Or si l’on change, dans ces fondions, s en e y/ — i, on a 
identi(juement 

I I t (s \/ — i) , sin E 

K (e v'~i) ~ "’S'’ E (e y/^i) ~ 
on 

n séc ( E v’ — ' ) = séc t, H lang ( s — > ) = ^ • i 
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et SCC c, laiig £, sont les fondions inverses îles ellipsoirlcs 
[>lanél aires , aux({uelles on est ainsi passé, à l’aidu d’nne 
transformation imaginaire. 

§ JAllI. 

MtTHOÜl-; DE UECIIEUCIIE. 

On observera <[ue, dans cet exemple, la fonction paire 
H séc (e V — * ) a produit dircctemciil la fonction paire sec c, 
et que la fonction inq)aire 11 tang(s \J — i) ii’a donné la 
fonction impaire taiige qu’avec y' — « pour eoefficienl. Cette 
remarque, toute simple qu’elle soit, est la clef, ou le point 
de départ de la recherche qu’il s’agit de faire. En efl’et, s’il 
est possible de passer d’un des six groupes du système géné- 
ral à un second, par le changement de s en s y — i , la fonc- 
tion impaire du premier groupe doit donner la fraction im- 
paire du second, avec y — t pour coefficient; c’est-.à-dire 
que si F et G sont ces deux fonctions imjiaircs, on devra 
avoir 

(') e(ev^)= V — 1 

11 est d’abord évident que, F étant une fonction impaire 
(juelconijnc, le résultat du changement de sa variable s en 
£ s / — 1 donnera toujours le produit de — i par une fonc- 
tion impaire Ci de £ ; mais pour (|ue, F étant une fonction 
inverse, G en soit une autre, il faut certainement une 
condition. C’est cette condition qu’il faut trouver. 

§ u\. 

CUNDITION D'ENK TH ANSEOUM ATION IMADINAIUE. 

Uappelons la liaison d'une fonction inverse impaha! avec 
sa variable. Les é([ualions (6) du § Î17 donnent, pour les 
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('onclidiis impaires A , 15, , (ij. 

^ <!\ f/IÎ, _ dC 

' ‘ ~ BC ~ C, A, “ A,n,' 

Si, à l’aide des relations (5) du même paragraphe, on 
sulislilno les valeurs de 15 et C en A , de C, et A, eu 13, , de 
Aj et I5j en C,, les fractions 


(^•) 


d\ 


f/B, 




\//î> — A’ v' I — A’ — h’ + 1! ; \/x '■ -t- c; Vi+cf 


seront respectivement les dillerentielles des variables dont 
A, 13, , C. sont les fonctions inverses; et les fractions 


(3) 


<-U' 


f/B', 


dC. 


V'X'’— A'= \/i —À'»’ v'-l’— B',’ v'X:'’4-B',’’ + 


exprimeront resjieeti veinent les différentielles des varia- 
bles ayant A', 13',, C', pour font tions iiuerses. Désignons gé- 


néralement les six frai-lions ( 2 ) et (i3) par 


.‘n.(-îy)' 


, le déno- 


minateur svnibolii|ue indiquant le pioduit de deux radi- 
caux en -**, dont la forme diffère a\cc 

Cela posé, F et G étant deux des six fonctions A , 15, , C* , 
A', 15',, C', , on a, par bypotbesc, réejuation ( 1 ), ou sim- 
plement F = G.y^ — I. Or, la sariable de F étant s y — i, 

la différentielle d.t — i de celle variable sera ; la 

variable de G étant s, la dilïérciiiicllc d.t de celte va- 
riable sera ; et, puisque c/. £ y — 1 = V-^ — t r/.£, on 

doit donc avoir 


(A) r 

'.■a (('.’) 

Telle est la condition nécessaire pour que le cbangement 


dCr 
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de £ en — i li'aiisl’orineja fonclioii impaire d’im des six 
groupes, dans le produit par \/ — 1 delà fonction impaire 
d’un autre groupe. 


§ LX. 


TUANSFORMATIONS IMAGINAIRES DES (A„ B„ C,). 


Il est maintenant facile de reconnaître, à riuspcclion 
des six fractions ( 2 ) et (3), quels sont les couples de fonc- 
tions impaires qui se prêtent à ce genre de tratisformation. 
On a tl’abord le couple ( A, C’, ) , car si dans la fraction 


f/A 


v/X’— A’ v'' — À’ 


on pose 


a = s/-7c'., 


elle devient 


v /37 


f/c', 


v7X‘^-|- c', c. 


ella condition (4) est vérifiée. On a aussi leeouple (15,, 15,). 
car si dans la fraction 


f/B, 

yT/O _ bT B’ ' 


on pose 


B = B'., 


elle devient 


v/=T 


rfB^j 

— B', 4- B’, ’ 


et la condition (4) est encore satisfaite. 

I.c premier couple (A, C',) a son réciproque (C',, A): 
ces deux ont leurs conjugués (A', C,), (C,, A'); le second 
Couple (R,, B',) a son récijjroqne (B' , B,) qui est en même 
temps son conjugué; ce qui donne exclusivement six eou- 
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pics sur lesquels l’épreuve réussil. 11 existe donc, pour les 
six groupes du système général que nous éludions, six 
transformations imaginaires <|ui sont respectivement défi- 
nies par les six foiTnulcs 

A (5^—1) = v/— I C', (e), 

' A (e), 

A' (sv^^) = C, (e), 

C, (ev'^) = V'— I A' (e), 

B, (eV^^) = sj—i B', (e), 

B'i (^V^) = V'^ B, (e). 

A chacune de ces formules il faut joindre les fonctions 
paires correspondantes, lesquelles se transforment sans 
coefficient; on les obtient à l’aide des relations (5) du §37, 
ce qui donne le tableau suivant : 

c (=v'~) = a;(e), 

A, (s^/ — I ) = C(é), 

C' (ev/“) = A,(e), 
A,(ev^} = C'{e), 

A, (ev^) = C',(i), 
A',(eV^) = C,(e). 

§ LXL 

PÉRIODES IMAGINAIRES. DOUBLE PÉRIODICITÉ. 

Ces formules (5) et (5 bis) établissent facilement la dou- 
ble périodicité des neuf fonctions inverses (A,-, B,-, C,); car, 
puisque chacune d’elles a une période réelle, il résulte dey 


B (E^/“)= B',(e), 

b',(^v'IT 7 )= b(e), 
B'(ev^)= B,(i), 
B.(es/’37)= B' (5), 
A, (s), 

C',('V^— •) = A, (e), 
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liaisons préi-t’ilcnles ijii'cllo a aussi une période imaginaire. 
Kii clli-t, prenons parliculièrciucnl la foneliou A,; on sait 
tléjà <pi'elle ne cliange pas cpiand on augmcnle la variable 
de 2 /ct'. / éiaiu un nombre entier (jueb'oiujue ; mais dans la 
formule C' (£ — 1 ) = A,(s), prise au tableau (5 , le 

premier membre ne rbangera pas non plus, (juandon rcm- 
jdarera sa variable e v — i par s y/ — i — 4/t5, / étant en- 
core un entier fjuelronque, ou par (e -h 4/fa — i, 

c’est-à-dire <[uand on ajoutera 4/fa y’ — i à e; le second 
jiicmbre A, (e) de la môme formule devant jouir de la même 
])ropriété, il s’ensuit que la fonction A, ne change pas quand 
on ajoute 4/fa V — i à sa variable. On a donc, en réunis- 
sant les deux ad<litions périodiques, 

A,(î -H sm'-t- 4yfav'— I ) = A,(s). 

Les autres fonctions inverses , considérées suceessivc- 
rnent, en ayant égard aux diflérences des périodes réelles, 
signalées aux §§ 43, 50, 51, conduisent à des conséquences 
analogues, et l’on a le tableau 

/A (î -t- 4 / ra -t- 2 ,/ci' y/— I ) = ,V( ■), 

I H ( ■: -t- 4 ' n H- 4 y <a' y/— i ) = !$(£}, 

C ( î 2. /ra -f 4yfa' V^-^) = ('.(î); . 

A, (s -I- 2 (ra'-t- 4y ra y — i ) = 

Ri ( 6 -t- 4 t ni'-f- 4y cj y^ — I j — Ri js), 

C, (i ■+ 4'f^'-i- fîy'^ V'-— ' ) = f-il' ); 

A, ( 2 -I- 4'o -I- y/ — I ) = A, (s), 

B, (î -t- 4'*a -h 4y'a' — <) = R»(0> 

c, (s -I- ?.(CT -i- 4y®' y^— ' ) = Ci( 0’ 
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qui résume à la fois la double périodicité des neuf fonctions 
(A,-, B,, C.) et les variations que subissent leurs périodes, 
quand on passe d’une fonction à une autre. On aura un ta- 
bleau semblable pour les fonctions conjuguées (Aî, B’ , Cî), 
en changeant cr en cj', et réciproquement. F.n résumé, les 
dix-huit fonctions du système général ont chacune une pé- 
riode réelle et une période imaginaire ; et toutes les pé- 
riodes ne dépendent que des nombres cr et u'. 

§ LXII. 

TRANSFORMATIONS COMPLÉMENTAIRES. 

L’introduction de certains compléments , différents d’un 
groupe à l’autre, conduit à d’autres formules de transfor- 
mation qu’il importe de connaître. Rappelons les équa- 
tions (6) du § 48, qui donnent en y joignant leurs conju- 
guées , 

, . I A.(s)=C'K-î), B.(E)=B'(n'-£), C,(c)=A'(o'-e), • 
(A'|(s)=C(ei — ^), B',(e)=B(CT — s), C, (s)=:A (ct — s). 

Dans la dernière de ces formules, changeons e en e \/ — i , 
A (ct — £ y / — 1 ) sera égal à C, (e ^ — i), qui, d’après le ta- 
bleau (5), est égal à A, (s); en outre, on peut écrire 
A(ct — e — 1 ) sous la forme 

A [— \/^{s -b CI V^)]. 

ou, A étant une fonction impaire, sous celle-ci 
— A [( e -f- CI sj — 1 ) y/— I ] , 

et, d’après le tableau (5), cette dernière expression est 

égale à -t== C', (e H- o y/ — i). On a ainsi la première ligne 
y/— I 

6 


I 
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(lu groiipe suivant : 

A(o — s (® (')== '^—l ^ '/’• 

(8) B (o - E = B', (s \/~i) = v'— * B, (e)= b', (s + o v'— • ) • 

C (o — £ ) —- A.\ (1 v'~ ) = (") = + ^ V^) > 

les autres lignes résultant (les mêmes transformations et dç 
rapprochements semblables. , 

Le groupe (8) conduit au tableau que voici ; 

I A (ci — ( y/ — 1 ) = A| ( e) , 

B (ci — £ ^ — 1 ) = ^ — t Bi (e ) , 

C (a — E y/ — ()=C, (e); 

A,(cj' v^— I — s j = A, (e v^— I ) , ■: 

B,(ci'y/— I — e) = — B,(e y/— I ), 

C, (o’y'* — I — e) — t/ — t Ci(ev i); 

A!(ci + o’^ — I — e)=:A(:), 

Bj ( CI + ^ — I — £ ^ y/ I h ^ E ) J 

C, (a + a ' }/ — I — e) = y' — I C(e). 

La premiitre case était écrite. Pour la seconde, on rem- 
place l’équation A’, ye-Hciy/ — i^inclustî 
au groupe ( 8 ) , par sa conjuguée A ,( ra' y/ — i -(-£)= A , (e t /— 1 ) , 
puis on change le signe de £; et les autres formules de la 
même case s’obtiennent de la même manière. La troisième 
case SC déduit des deux autres ; car .si , dans la première 
formule de la seconde case , on ( hatigc s en £ — üj , • 
A, (tr-l-rj' y/^ — c')sera égala A, [(e — ta) y(^ ], (jui , 
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d’après la première case, csl égal à A jci — \J — i [(e — ra) \/ — i ] j, 
ou à A (î) ; et les deux autres formules réstdteut de la même 
opération, 

A l’aide des tableaux (6) et (9), aussi Importants l’un 
que l’autre, on détermine toutes les valeurs réelles et ima- 
ginaires de la variable, qui rendent une quelconque des 
neuf fonctions (A,-, H,-, C,), ou nulle, ou infinie. 

§ LXIII. 

VALEURS ANNULANT LES FONCTIONS INVERSES. 

Dans le premier ras, on sait déjà que 

A(o) = o, B(ci)=o; B,(o) = o, C,(ra') = o; C,(o)=:o. 

Pour la fonction C, la dernière formule du tableau {9) 
a son premier membre nul quand g = ci 4- o' \/ — i, il doit 

en être de même du second; donc C{vs ts' — 1) = 0. 
PourlafouctionA,,lapremièreformuledu mêmetableau (g) 

a son premier membre nul quand e = — ts — n 

V— > 

il doit eu être de même du second ; donc*A, (tj \/ — i ) = o. 
Pour la lonction Bj, le second membre de la seconde for- 
mule de la deuxième case du tableau (9) étant nul pour 
g = O, il doit en être de môme du premier membre; donc 

B, (tj' \/ — i) = O. Enfin, pour la fonction A,, le second 
membre de la première formule de la même case étant nul 

quand e = — ci, le premier donne A, (ci -f- ci' \/ — i ) = o. 
■ Si , à ces valeurs particulières , on ajoute les multiples 
indéterminés des deux périodes qui appartiennent à chaque 

6. 
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ioiK lion , d’après li; tableau (6‘), ou aura 

/ A (4/0 -H 2yn' ) = o, 

I B [(4 1 4- 1) El + 4y <n' s/ — I ] = O, 

C [ (a» -f- i) et + (4y 4 - i)ej' V* — = 

A, [ 2 / ci' 4- (4y 4- i) ET \/ — t ] = O, 

B, (4<et' 4- 4 y®' v^'-— > ) = o> 

C, [(4( 4- i) Ei'4- ay ET y/ — I ] = o; 

A,[( 4 « 4-1)=' + {^y-f- V^— 1 = 0, : 

Bi[4'ei 4- (4y 4-i)'^V — ' ] = O) 

Cl ( 2 1 ET 4- 4y V — ' ) = O j 

quels que soient les entiers t et j. Et, par l’indétermination 
de ces deux nombres, les parenthèses du tableau ( 10 ) re- 
présentent toutes les valeurs réelles et imaginaires de la 
variable, qui rendent nullcs les fonctions (A.-, B,-, C,). 


§ LXIV. 

VALEURS RENDANT INFINIES LES FONCTIONS INVERSES, 

Dans le second cas, on sait déjà que les fonctions A,, 
B,, Cj sont infinies, quand leur variable est égale à cr. En 
conséquence, et d’après la troisième case (g) , les fonc- 
tions A, B, C seront infinies, quand leur variable sera 
égale à ta' 'J — i; et, d'après la deuxième case, il en sera de 
même des fonctions A,, B,, Ci, quatid leur variable sera 
égale à cj'4- w ^ — i (car ■ — e — i = cr'4- ci — 1 donne 
ci' y/ — I — E = ci). 

Si l’on substitue respectivement ces valeurs particu- 
lières de e, dans les formules du tableau (fi) , il donnera le 
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suivant : 

( A [ 4 '■ CT + ( 2y + 1 ) ct' v/^ J = « , 
n [4/0 +-(4/ + i) 3i' v/— ' ] = » , 

C [ 2 / CI +(4/ + l)ni' — l]=CO; 

A,[(2 / -t-l)ci'+(4y-n)n \/— I ] = GO , 

(1 1 ) . B,[(4/ + i)cj'+(4y-i-OD V— I 1 = X , 

C, [(4' -t-i)o'+(2y-|-i)civ/— 1] = X ; 

A, [(4/ I ) CI + 2y d' — I ] - ■ X , 

B, [{4i-t-i)ci + 4y ci' V— I ] = X , 

\ c, [ (21 -f- i)a +' 4 / ■ 

Et , par l’indétenninatiou des deux nombres entiers i et /, 
les parenthèses de ce tal)leau (11) représentent toutes les 
valeurs réelles et imaginaires de la variable, qui rendent 
infinies les fonctions (A, , B,, C,). 

§ LXV. 

MÜLTIPLICAÏIOX DES TRANSCENDANTES. 

Désignons par F une quelconque des neuf fonctions in- 
verses, et représentons les formules qui la concernent aux 
tableaux (10) et (ii) par les suivantes : 

(12) F(lr-t- l'p I ) = O, F(jr-|-J'pv/ — i) = x; 

/'étant égal à (J, p à u', si F appartient à l’un des groupes 
(A, B, C) ou (Al, Bi, Cl); et inversement, r étant égal 
à u', P à CT, si F appartient au groupe (A,, B,, C,); les 
quatre nombres entiers 1, F, J, J', ayant chacun, suivant 
le cas, l’une des quatre formes 2;», 2p -i- i, 4 P > 4 P ^ • 
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11 s’agil cU; résoudre le problème sulvaut ; ayant posé 
F(0 = x, F(«e) = X, 

où n est un nombre entier, on so propose de déterminer X 
en fonction de x. 11 résulte des formules ( 12 ) que, pour 
toutes les valeurs de x comprises dans l’équation 



X sera nul; et qu’il sera infini pour toutes les valeurs de a: 
que comprend l’équation 

(.4) , = + 

D’après le tableau (6), le nombre des valeurs distinctes 
de X, données par chacune des équations (i3) et (i4)j en y 
faisant varier les éutiers 1, 1', J', J, est limité ; il ne saurait 
surpasser 

On jKJUt conclure de là que X s’exprimera eu x, par 
une fraction , dont le numérateur sera le produit de tous 
les facteurs distincts de la forme 





et le dénominateur le produit de tous les facteurs distincts 
de la forme 



Jr-t- J'p 

n 



cette fraction étant multipliée par un coefficient constant. 
On aura donc, en employant une notation connue. 


l 

x — F 1 

(^Ir-f-Fpv/ — l\ 

V « )} 

■c - F 1 

( Jr4 - J'pV— 

^ « )\ 
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la conslaiitc M pouvant ône lU'lerniinée, à l’aldc d’une 
valeur particulière de e , à laquelle correspondent des 
valeurs connues et rouvenablcs de x = 1’ (e), et de 

X==F(ue). 

§ LXVl. 

DÉCOUVEUTE l) ABEL. 

Telle est la solution générale du problème de la multi- 
plication des tianseendautes ellipli<|ucs. Telle est aussi la 
véritable découverte d’Abel, comprenant à la fois la double 
périodicité, ou le tableau (6), les tableaux (lo) et (ii), 
ou les séries des valeurs de la variable qui annulent et 
rendent infinies les fonctions étudiées ; enfin , la for- 
mule (t5), qui était le but principal. Restreindre celte 
découverte h sa première partie, comme ou le fait souvent, 
c’est uiécounaitre son importance cl sa grandeur. 

Kn clfcl, la véritable question que se proposait Abel, 
c’était le problème de la multiplication des transcendantes 
elliptiques, dans toute sa généralité. Les cas parliculieis 
qu’on en connaissait, indiquaient la forme algébrique et 
fractionnaire de la solution. Il s’agissait donc de composer 
le nuiuéraleur et le dénominateur de celle fraclioq. Pour 
cela, il fallait chercher et trouver les séries des valeurs de la 
transcendante, annulant et rendant infinies les fonctions 
inverses. Et pour obtenir ces séries complètes^ il était in- 
dispensable d’établir la double périodicité. Telle a été la 
marche analytique de la découverte dont il s’agit. 


Les formules établies dans celle leçon ont prouvé, de la 
manière la plus directe, que les fonctions (A,, B,, C,) sont 
doublement périodiques, et peuvent toutes servir à ré- 
soudre le problème de la multiplication des transcendantes. 
Les mêmes formules signalent en outre plusieurs dillé- 
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rences caracléristicfuos entre les neuf foneiions inveises. 
Voici les principales. 

Si l’on appelle collectivement quadrant les nombres et, 
cî', cr — I, cr' y/ — i, on peut dire que le tableau ( 6 ) em- 
ploie deux sortes de périodes, les unes à deux quadrants, 
les autres à quatre. On remarque alors que, pour tout lî,, 
la période réelle et la période Imaginaire sont à quatre qua- 
drants, tandis que, pour chaque A, ou C, , l’une des pé- 
riodes est à deux quadrants, l’autre h quatre. 

Abstraction faite des indices et de l’accent, les transfor- 
mations imaginaires des tableaux (5) et (5 bis) changent 
les A en C et réciproquement les C en A, tandis que les B 
sont 'conservés. Cette loi s’observe aussi pour les transfor- 
mations complémentaires réelles [q), A ce groupe de trans- 
formations réciproques, on peut opposer celui des trans- 
formations complémentaires imaginaires du tableau ( 9 ), 
lesquelles sont directes, car dans toutes les A, B, C sont 
conservés; ce qui devait être, puisqu’on obtient chacune 
des formules ( 9 ) à l’aide de deux transformations réci- 
proques, faites successivement, comme l’indique le ta- 
bleau ( 8 ). 
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SEPT1È31E LEÇON. 

* 

Formules d’Euler exprimées en (A, B, C), en (A,, B,, C,), en (A,, B,, C,). 
— Formule unique qui les comprend toutes. — Caractère général des 
fonctions inverses ( A^-, B^ C^.) — Compléments naturels de la variable. — 
Formules des fonctions complementaires. 


§ LXVII. 

RAPPEL DES FORMULES D’EULER EN (A, B, C). 

Les formules d’Euler, exprimées au ^ 41 à l’aide des 
fonctions (A, B, C) , conduisent à une propriété dilfércn- 
ticlle, commune aux neuf fonctions inverses , C,), 

et en quelque sorte indépendante du rapport A'. Cette pro- 
priété pouvant servir à caractériser exclusivement la classe 
de fonctions dont il s’agit, nous ne croyons pas qu’il soit 
inutile de la faire connailrc. 

Les formules du § 41 sont les suivantes : 


(■) 


A (a± Pj = X 
B(a±p) = X 
c:(a±:p) = 


A(a)B(p)C(P)±A(p)B(g)C(») 
X’-A=(«)A’(p) . 
R(a)B(p]q:A(a)C(a) A(P)C(P) 
X'— A’(«)A“(p) ’ 

X^C(«)C( , B)rpA(»)B(«)A(p)B(3) . 
X-’-A={a)AMp) 


il s’agit de les exprimer à l’aide des fonctions (Aj, IL, C,). 
Pour cela, rap])roehons aussi les formules (to) et (lo bis) 
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(lu § -49, l(!S(JUclicS SOlU 


* ( ( ^ ( s ) 




C(ct — £) _ XX' 

A (cî — e) b (e)’ 


I r f-\— B (g — e) _ ,, A^e) 

Ne cotisei’vam que. les deux premiers membres de chacune, 
ou en déduit, par des climiiiatious faciles, 

(3J A(o-e) = ^, B(g-E)=X-^’, C(g-E) = ^|. 

Ne prenant mainleuant que h’s membres extrêmes des 
formules (a), les mêmes éliminatious donnent 


. I fij 

A-X -, 


B_^^' 

B__, C-X - 


sans désignation de la variable (fui est la même pour les six 
fonctions. Ces dernières relations étaieut écrites ; ce sont 

les premières du groupe (i5) au § 53. 


§ LXVllI. 

LEUR TRANSFOU.MATION EN B„ C,). 

Si dans les formules (i) on change « en tj — a , a dr (3 
deviendra tJ — a rt ^ , somme que nous désignerons par e. 
On pourra exprimer: i°les fonctions (A , B, C) de o — a 
.1 laide des fonctions (A 5 ,B,,Cj) de a par les relations (3); 
a” les fonctions ( A , B , C) de e cl de |3 , à l’aide des fonc- 
tions ( Aj , Bj , Co) des mêmes variables par les relations (4) ; 
et , eu supprimant le lacteur /( commun aux deux membres. 
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Ja première fornuile (i) deviendra 

/ (P) C,(p) C4«)B,(g) 

9il£) = A, (g)' b; (P) - B,( P) A-H«) 

/.--il ^ 

A|(g)'B;(P) 

et l’on aura définitivement 

( 5 ) C.(e)_ r’A.(g)A,(p)±B,(g)C,(g)B,(p)C,(p) 

^ ■ Al(g)B’(p)-X>q(p) 

par des calculs de réduction trop simples pour tju’il soit 
nécessaire de les détailler. Les deux antres formules (i) 
donneront de la môme manière 

( ' _B,(p)C,(g)A,(g)=pB(g)C,(P)A,(p) 

g )B,(e) A’(a)B‘.(p)-/î=C;(p) 

Ja,(c) A,(g)B,(g)A,(p)B,(P)qi-!=C,(g)C,(p) 
llL(e) A’,(g)BÎ(p)-/!’CÎ(p) 

^ LXIX. 

v' 

SYMfcTBlE DU DÉNOMINATEI'H. 

Le dénominateur commun des fractions sises aux se- 
conds membres des équations (5) et (6) est, malgré l’ap- 
parence contraire, symétrique en a cl (5. En ellét , si l’oii 
extrait du groupe (5 ), § 37, les deux relations 

(7) B; = A;--i’, cj = a;-i, 

ou peut exprimer ce dénominateur en Aj seulement ; il de- 
vient alors 

iA:(g)[Al(p)--(’]-X-[A;(p)-.)j, 
ou, en réduisant, 

(8) jX’-X>[A;(g)-i-Ai(p)]-t-A;(a)A;(p)j, 
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expression syméliiqiic que nous désignerons par I). On 
arrive encore à celle niênie expression en réduisaul le fac- 
icur 

OU 

|(,_X = )A«(a) + [AÎ(a)-'î=J[A’(a)-.]i. ' 

D’où il suil que D peul s’écrire sous les qualrc formes 

[A;(a)Bl(?)-X = C;(p)], ; 

[A-p)B;(a)-/=q(«)], 

[X'^A>(a) + B;{a)C;(p)], 

[X'mi(p) + b;(p)C5{«)], - ■ . 

lesquelles soûl conséquemment égales enlre elles. 

§ LXX. 

ISOLEMENT DES (A,, B,, C,). 

Il faul maintenant isoler les fonctions A»{e), B»(e), C* (e) 
dans les équations (5) et (6). Cet isolement a déjà lieu 
pourBt(e), car il suffit de renverser les fractions dans la 
première des formules (6) -, mais afin de ramener le double 
signe au numérateur, il faudra multiplier les deux termes 
de la fraction par 

[B,(S)C,(c.)A,(a)±B,(a)C,(p)A,(P)]; 

son dénominateur deviendra ainsi 

[B;(p)C’,(a)A’(a)-Bl(«)C;(p)A;(p)]. 

Or cette (piantité est égale au produit de D par 

[A>(a)-A’{p)]; 

car à l’aide des relations [y) elle devient • 

1[aU«)-a’.(«)][a;(p)-x’]-[a;(P)-a1(P)][a;(«)-x=]|, 
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OU bien, toute réduction faite, 

[A;{«)-Al(p)]|A’_/i-[AÎ(a) + AÎ(p)] + AÎ(«)A;{p)j. 

De là résulte qu’en supprimant le facteur commun D, on 
aura définitivement 

<'°t “■('> = Aiw-A-;(-?) 

Si l’on multiplie, par cette équation, la seconde équa- 
tion (6) et l’équation (5), Aî(e) et Ci(e) sont isolés, et 
l'on a 

( A , A A.(3)B,(x)C,(a)dzA,(g)B,(p)C,(p) 
A;(a)-AÎ(^) 

1 P ,_'_- C,(»)A.(,3)B.(g)±C.(P)A,(g)B,(p ). 

AUa)-A’(P) 

en supprimant encore D, qui est facteur au numérateui- de 
A, (e) sous les deux premières formes {g), et sous les deux 
dernières au numérateur de Cs(e). (Devant employer fré- 
quemment le procédé de transformation qui fait l’objet 
des trois derniers paragraphes, nous avons pensé qu’il était 
utile de détailler, à peu près complètement, les calculs re- 
latifs à ce premier exemple; nous irons plus vite dans les 
autres applications du même procédé.) 

§ LXXI. 

ANALOGIE DES FORMULES EN (A,, B„ C.J. 
D’après les relations (y), on a ’ 

[A;(a)-A;(p)] = [B;(a)-B;(p)] = [cî (■«)-€;(?)], 

et l’on peut exprimer le dénominateur de 15î(e) en B,, 
celui dcCj(e) en C,. Par suite de cette modification, les 
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valeurs (lo) cl (i i) ont une analogie de forme l’cniarquable^ 
et qui va se dessiner encore plus. 

Pour simplifier, posons généralement 


( 12 ) 


A, (^)B,(a)C.(«)q::A,(«)B,(p)Q(P) . 

A’(«)-AKP) 

B, .(P)C,(«)A,(a):pB ,(a )C,(fi)A.(p) _ 

B/(*)-B.’(p) 

C, ( p)A,(g)B,(«):;:C.(-^)A.(P)B,(p) _ . 

C?(«)-CV.p) 


Avec cette notation, si l’on intervertit les signes, c'est-à- 
dirc si l'on remplace partout zt i par qzi, e devenant 
ü! — a rp |3 ou n — (a ± /3) , les formules ( 10 ) et (i i) s’é- 
crivent ainsi : 

/ ,1,,= A,[o — (a±:3)], 

(l3) llî,,= B, [tr- (adzp)], 

(r, ==pC,[nr-(a±8)]. 

Or, d’après les relations 


R r — TA— 

15, C 3 — 9 C 3 A 1 — “ 7 “' 

at a Z 


A,B,= ^, 
<u 


extraites du groupe ( 6 ) au § !17, ou a identiquement 


(■4) 


tiX'i - 


A|(«)-A*,(P) 

, B,([i)-^_pB,(a)-^ 

b; (a) - b; (P) 


r,= 


f/a 

CÏ(a)-CÎ(p) 


Cl par la subsliuuion de ces valeurs, l’analogie devient 
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telle, ([UC l'on peut réunir les trois f’ornuilcs (i3) en une 
seule, t!c la manière suivante. 


§ I.XXII. 

FORMULE UNIQUE l’OUH LES C,). 

Désignant par F une (pieleoiujuc des trois fondions 
( Aj, Bj, Cl), on aura 


' (-5) 


F(P) 


f/F(a). 


:F(«) 




r/8 


f=(^)-f=(?) 


= gF[G. 


■m 


le coefficient g étant l’unité pour Aj et B,, et rp t pour 
Ci; la coustante G étant , dans les trois cas, égale à tj, ou 
à la valeur de la variable (jui rend infinies les trois fonc- 
tions Al, Bi , Cij ce qui devait être, car en prenant les 
signes inférieurs, et faisant p = a , l’équation (i5) devient 

I f/.F“(a) ir/r’\ r if'\ 
ô' “rfa (<^) = =®- 

Il s’agit d’établir que les six autres fonctions (A, B, C. ) 
et (Al, B,, C,) vérifient la même équation (i5); en don- 
nant au coefficient g des valeurs convenables, et à la con- 
stante G la valeur cj' y' — i qui rend infinies les fonctions 
(A, B, C), si F est Tune d’elles, et la valeur ta' -I- ta y/ — i 
qui rend infinies les fonctions (A,, Bi, C,), si F" appartient 
à ce groupe. 

§ LXXIII. 

VÉR1FIC.\T10N POUR LES (A, R, C). 

Pour les fonctions (A, B,C), ayons recours à la seconde 
transformation imaginaire des groupes (5) et (5 his) au 
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§60, en y ( hangcant le signe de £, elle donne 


(, 6 )' 


Ç'i (- e \T^i) = -=1_- 
V — ‘ 

b;(-£v^) = b(£), 
A;(-.v/— ) = C(e). 


A (0. 


Prenant les conjuguées des formules (i3), remplaçant a par 
— « y/ — I, (3 par — (5 y/ — i, et passant des (A',, B',, C, ) 
aux (A, B, C), à l’aide des relations (i6), les D!)',, Pj 
des premiers membres deviennent respectivement • 


. r. 


; ift). 


y/— I y/— I V' — ' 

aux seconds membres la variable est devenue 
rar (o ± P) y/ — I nu — — (a±^)]y/ — i, , 

et les fonctions (A',, B',, C',) de cette variable sont respecti- 
vement égales aux fonctions C, B, ^ A , de la variable 

— I — (a ± ^), d’après les relations (i6). On a donc 
définitivement, par toutes ces substitutions, et en renver- 
sant l’ordre des équations , 

^ A =±A [<^'y/^ — (adzp)], ■ 

('7) i ilî> = y/ — I B [ei' y/ — i — (a±p)], 

{ r = yA^C[ET'y/^-(«±?)]; 


or, d’après les relations (6) au § 37, 


BC='^, CA = — AB = 
« £ « £ 


<IG 

rfs’ 
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on a donc idcniiquenicnt 


I 






— A’(p) 


(. 8 ) 


j it!, = — 


<l 7. 




]B=(a)-B=(S) 
</C(a) 




r/a 


:C(a 


r/p 

- , 
yc(p) A 
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CMa)-O(p) 

et, par ecs valeurs, les formules ( 17 ) se fondent dans la 
formule (i5); la constante G étant alors vs' V* — i , et le 

eoeflicientj" étant ± i pour A, pour 11 et C. 


§ LXXIV. 

VKUIFICATIÜN POUR LES {A,, R., G,). 

Pour les fonctions (A, ,B, ,C,), rappelons la première 
case du tableau { 9 ) au § 02 ; en y rliangeanl le si;;ne de s , 
elle donne 

I A(nr 4- t V'— l) = A, (s), - 

(19) I B(o -f- I ) =_^ P, (s), 

( C(rr -t- £ v/ — I ) = C, (e). 

]N <‘crivons les formules ( 17 ) qu’avec les signes inférieurs, 
rt coiiscf|Ufîinnicnt le seroiul iitcnibrcdc la [iremièrc* avec 
le signe — seulement. Remplaçons a par cy a j 3 par 

o-t-fj V^i, et jiassant des (A, 15, C) aux (A,, B,, C,) à 
laide des relations ( 19 ), les >A>., lOi', F des premiers mem- 

.7 
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bres ilovieniicnt respectiveniont 


1 > 

-j- 

V — I V — • V- 




Aux seconds membres lo varisblc est dc\ciiuc 

y'nT[o' -t- (* — p)], <•« O -(-[n' + rav^^ — (“ — P)]s^— '» 


et, d'après les relations (19), les fomtioiis (A,B, C) de 
cette variable sont respectivement égales aux fonctions 


( 


A,, - ' — R,, C, ) de la variable nouvelle 
’ s/—' / 


’ + X 3 \j—i— (a — P), 


que nous désignerons par u. Substituant ces valeurs dans 
les formules (17), toujours écrites seulement avec les signes 

inférieurs, on a d’abord 


,v.,= - ' A,(«), 11'..,=: r,= -C,(«)- 

y — I V ‘ 


Rétablissant inaiiUcnant les signes supérieurs, c est-à-dire 
mettant + R, (P) 1 »™ de R, (( 3 ) , seule fonction impaire 

de / 5 , ce qui exige que l’on multiplie la seconde équation 
par rp 1 pour conserver à ilî.i la forme (12) ; on a définiti- 
vement 


l A„ = A, fn' - 1 - ra V — ‘ ’ 

' v'-i • _ 

' j iii>,=;^d;V — I Bi [ra' -h ET — I — (ad::^)], 

1-, - c, [ei'+ O (“ ± p)l î ■ 


or, d’après les relations (6) au § 3 / , 


il Af , . il^it 


A, iî, = — 


lie, 


<! s. 
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pn a donc identiquement 


99 




a... : 


,/p 


(*») 


a;(«)-aî(P) 

-f-B,,a)--- 


B,(P) 


; tt'.’i: 


ftu 


Bi 


b;(P) 


c.(p; 


a^Ci(a). 


:C,(a) 


. dC,(p) 


r, : 


,lp 




et, par ces valeurs, les formules (20) se fondent encore 
dans la formule {i 5 ); la constante G étant cette fois 

cs'-t-civ' — 1, et le eoelTieient j" étant — pour Aj, 

V— ' . 

rt ^ — I pour B|, i pour 

§ LXXV. 

CARACTÈUE GÉNÉRAL DES (A,., R,, C,). 

La vérification est maintenant complète. Les neuf fonc- 
tions (A,-, B,-, C,-) ont la propriété commune de satisfaire 
à l’équation dilférentielle (i 5 j , la constante G étant la va- 
leur de la variable qui rend infinie cliacnnc de ces fonc- 
tions, et le cocflicient g étant ± i, • a ± \J — i, 1, ou 

zp I. Le tableau suivant résume, d’une manière simple et 
facile à retenir, la corrc.spondancc de la fonction, de la con- 
stante G, et du coefficient g : 


G: d'v^— 1, 

ra' — CI y' — 1 , 

rr. 


(22) F; 7 , îr"i C^; 

A, , n, , G,; 

Aj, lij, 

Ci . 

^ I 1 

1 

. t i 



v/=:r’ V-T- 


1. * > 
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Ou voit que les fonctions impaires A, B,, Cj sont le* 

seules pour lesquelles le coefficient g est affecté d’un double 
» - 
signe , et que les valeurs ± i , ± v — i * » correspon- 
dantes à ces. fonctions, forment une progression géomé- ' 
trique dont la raison est ^ — i ; ces doubles valeurs occu- 
pent les extrémités et le milieu de la série le premier 


intervallecst composé de trois valeurs .simples, égales à — * — ^ 

la seconde de trois autres égales à l’unité; et il y a encore 
ici la même raison y — • ■ 


$ LXXVI. 

SECONDE FORME DU CARACTERE GÉNÉRAL. 


Aitlrcinent : Si l’on désigne par ^ la fraction (12) qui 
correspond à F (c’est-à-dire la fraction dont le dénomina- 
. tcur est [ F’ (a) — F’ (( 3 ) ] , et qui a pour numérateur deux 
termes séparés par le double signe ^ , le premier étant le 
produit de F (( 3 ) parles deux autres fonctions inverses du 
même groupe avec la variable a, le second étant le produit 
de F (a) par les mêmes fonctions avec la variable ( 3 ), les 
formules (17), (20) et (i 3 ) seront toutes comprises dau.s 
celle-ci ; 

(23) ,f=AF[G-(a±p)]; 


la correspondance de la fonction F, de la constante G et du 
'coefficient //, étant résumée au tableau suivant : 

' G: ns' \ — 1; ct'-+- O V — 1; CT 

) (2.4) f* A,, R, C; A|, Ri> Cij A„ B„ _ 

y — I, t; — y- I, ±v'— I, — IJ I, 
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La scrit; dos h est moins simple (juc celle des g; elle w 
diffère eu ce it|ue les termes simples du premier intervalle 

ont pour valeur absolue commune yf — i au lieu de-, ? 

et-<|ue les deux termes qui touchent celui d i milieu ont le 
signe^ — . ' , - 

§ LXXVll. 

COMPLÉMENT NATUREL. 

On a ainsi deux modes différents pour caractériser les 
fonctions elliptitjues : l’équation différentielle (tu) et le 
tableau (32), ou la formule (a 3 ) et le tableau (24). Ces 
Jeux modes ont toute la généralité désirable, car, dan.s 
aucun d’eux, le rapport A ii’entre explicitement; la con- 
stante G dépend seule de ce rapport. En outre, la for- 
mule (23) exprime, de la manière la plus simple, le groujte. 
des formules d’Euler, si itnporlantes dans la théorie des 
tratiscendantes et des fonctions elliptiques. 

Cette généralité et celte simplicité donnent une impor- 
tance réelle à la constante G, tpti joue, ici le rôle prin- 
cipal. Cette constante est la valeur de la variable qui rend 
intinie la fonction inverse; telle est sa définition. Mais la 
place qu’elle occupe dans les équations (i 5 ) et (aj) lui 
donne un nouveau caractère; £ étant la variable ou la 
tratiscendanle, (G — e) est un complcmi-ut eu quelqin- sorte 
naturel de cette variable; et l’on peut dire tpje la for- 
mule (i 5 ) ou (aS) donne la fonction F du complément d^ ' 

{a ± ^), à l’aide des fonctions F de a , et F de jS. 
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§ LXXVIII. 

rORMULES COMPLÉMENTAIRES. 


Par une analogie facile à deviner, on peut désigner 
I-’ (G — e) par coF (e), et écrire l’équation (a3) de cette 
manière : 


[y.'i his] = /i . coF (« ± P). 

Si l’on fait (? = o , on aura la fonction F du complé- 
ment de «, à l’aide de la fonction F de a, ou coF à l’aide 
deF; prenant successivement les neuf fonctions (A.-, 
on formera le tableau suivant : 


I co A , 

A 


^ • JJ 

ro Jî =r i/ — I /• - î CO C = \/ — I — : 
A A 


(v.5) - coA.rr l/— i ^ , roB, = \/— i roC, =r : 

f'i ii| 


I * 

! CO A, = — ? 


CO B, = X ' , CO C, ^ ; 


qui, considéré en lui-môme, ou comparé aux groupes des 
transformations réelles du § 53,* donne lieu à une multi- 
tude de remarques , que nous passerons sous silence. Ré- 
pétons , pour prévenir toute méprise, que la constante G 
a trois valeurs différentes, c’est-à-dire que le complément 
de e est ici (tô' — i — e) pour les fonctions inverses 
(A,R,C), (d'-Hra I — e) pour (A, ,15,, G,), (es — e) 
ypur (Aî, Bj, G,) 

§ LXXTX. 

TRADUCTION SIMPLE DES FORMULES D’EULER. 


Si l’on prend (a±(i) pour variable, au tableau (a5), et 
si l’on multiplie chaque é([uation par le coefficient h cor- 
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rcspoaclaiit, on oblienl les neuf valeurs de /« .coF (a ±: |5), 
cl l’équalion (a3) donne les formules spéciales : 



k ^ 

A (a±P) 
/ik’ 


(2(i) 


I5,(a±P) 

«:(g±p )_ 


-i., , 


C, (adzp) ' 


= — r , 


H 

A >g±p) 

B,(azbpj 

X' 


It!., 

: »i!>i , 

1 )!.,, 


où les seconds membres oni la forme générale ( 12 ), sans 
modification pour ..V,, .^Vj, iifc,, avec l’échange des signes, 
au numérateur pour , otiii j Taj au dénominateur pour 
«!>, r, r, . Ces formules sont dégagées d’imaginaires et de 
compléments; ne contenant le rapport/; qu’aux premiers 
membres, elles traduisent avec simplicité et symétrie les 
loruiules d’Euler. Mais les fonctions de (a ±^) n’y sont pas 
isolées, et toute élimination les complique. 


Le caractère général , défini dans cette leçon , persiste 
aux limites de A ; c’est-à-dire que les fonctions inverses des 
surfaces de révolution isothermes du second ordre vérifient 
l’équation (i5). En eflét, F étant successivement l’une de 
ces huit fonctions, on obtient pour le premier membre de 
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l’équation*(i5), que 

nous (Icsigiu'rons par f, les valeurs 

F = rangs, 

f==p tangj ^ — (ad=p)J, 

F séc s , 


F = H tangs , 

r= zh H tang j^^\/ — I — («±;p)Ji 

F = H séc £ , 



• 

F = cot £ , 

r = ± COt[o — (a± P)], 

F =. coséc 6 , 

f' = ± coséc [o — (a±p)]. 

F = H cot £ , 

r=±H cot[o — (azfcp)), 

F =■ H cosécs. 

l' = zt H coséc [o — (“ P)], 


qui toutes ont la forme caractéristique ; la constante G 

étant, suivant le cas, -, — i, ou zéro; le coefficient s 

2 2 

étant I , qr I , ou rt I . Ainsi les huitfonctions trigo- 

V— ■ I 

nométriques et exponentielles, dont il s’agit, appartiennent 
à la classe des (A,-, B,, C,); ce sont leurs variétés aux li- 
mites de k. 


Diqitiz,(!>d 
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HUITIÈME LEÇON. 

— 

Système triple de surfaces isothermes et orthogonales. — Coordonnées nou- 
velles. — Axes courbes et leurs cléments. — Variétés des siirfacc.s des trois 
familles. — Hyperbole ombilicale. — Ellipse focale, — Conoide •/ = 9 .. •— 

(’ourbe •/ = ^3 = a quand A = 

>h 


§ LXXX. 

SURFACES ISOTHERMES SIMULTA.\ÉES. ' 

Les propriétés mutuelles des trois l'ainilles de surfaces , 
que définissent les fonctions inverses (A,, B,, C,), dé- 
montrent en quelque sorte la nécessité de maintenir sépa- 
rément ces neuf fonctions , malgré les relations qui permet- 
traient de les exprimer à l’aide de trois d’entre elles. En 
outre, ce sont ces propriétés mêmes qui ont introduit les 
transcendantes et les fonctions elliptiques dans les diverses 
brandies des mathématiques appliquées. Et, à ce double 
point de vue, leur étude est indispensable. 

Considérons donc simultanément les trois familles de 
surfaces du second ordre, homofocales et isothermes, que * 
représentent les équations 



cl désignons, par « la variable des fonctions inverses > 
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(A, B, C) des liypcrbolüïdes à deux nappes, par (i celle des 
fonctions inverses (A,, B,, C,) des hyperboloïdes à une' 
nappe, par y o,elle des fonctions inverses (A,, B,, Cj) des 
ellipsoïdes. 

Les relations qui existent entre les neuf fonctions sont 

C” = i — A=, 

c: = i-A], 

C’ = A:-i; • ' - 

I Aî-A; = B;-B’ = q + c;(=D=), 
f a; — A’ = B’-hB= =c; + e (=d;), 

1 a;-.a’ = b; + b==c= -c; (=D’), ’ • 

la seconde case se déduisant de la première. 

Les foyers constants de toutes les sections principales des 
surfaces (i) sont six ]>oinls situés de part et d’autre du cen- 
tre, quatre sur l’axe des x, ^ et i§' à la distance b — cb, 

F et F^ à la distance c: et deux sur l’axe des y, f et F à la 
distance = cA ; d’où résulte A* -h A^ ’ == i • 

§ LXXXl. , 

(’.OOKDONNLES nouvelles. 

Chaque point de l’espace est l’intersection de trois sur- 
faces (i) : d’un byperboloïde h deux nappes au paramètre a, 
d’nn hypcrboloïde à une nappe au paramètre (3, d’un elKp~ 
solde au paramètre y. Les trois paramètres ibcrmométriques 
(«, /3, y) forment ainsi un système de coordonnées. Pour 
passer des coordonnées rectilignes (x, y, z) k ce nouveau,' 


données par le tableau 

! B- — — A% 

b»=a;-/% 

b;=a:-^s 


SLR LES FüWCTJOISS I^VERSES, ETC. lO^ 

système, on a les formules de transformation 

, s ' ( Xj; = fAAiAj, 

(3) I X/'.> = cU B, B,, 

( X'z = cC C, Cj ; 

que l’on déduit, à l’aide de l’élimination, des équations (i) 
Leur vérification est facile, car, en faisant usage des rela-' 
lions (2), et rappelant que f,'- = i — A’, ces formules 
transforment respectivement les premiers membres des 
équations (1) de la manière suivante : 


jfjrr, [ A’ - (A; - X’j (A’-X’)-X’ ( . -X]) (XI- . ) ]= t-.j 
' a; A’ 4 - (A' - k‘) (X>-A’)-/» (A^- .) (1 - A=)] = 

-H ''■’(! - A’)(i-AÎ)j= c>; 


c’est-à-dire qu’elles reproduisent les équations (i). Elles 
donnent en outre, et plus facilement encore. 




a; Ai 


( 4 ) 




A5 A’ 


b;bj 

.r’ 

b; b> ■ 

r‘ 


a'a; 


BAJ! 


efei “ {' — A’)]=o. 

^ c>c’ ■)]=» 


équations qui représentent les cônes conlcnaut les courbes 
d’intersection des surfaces (i) , et qui prouvent que ces suri 
faces se coupr nt à angle droit. En ellet , (x','y, z') étant' 
les coordonnées courantes, les plans tangents à ces sur- 
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faces, au point considéré (x, z), ont pour écjnations 

jcjc' y y' zz' 

F ~ C’ 

xx' yy' zz' 

Ây^By-cy 

.tj:' r Y* zz' 

i- '-Il -l_ — 

et les expressions des cosinus des angles que ces plans font 
entre eux, ont respectivement pour facteurs les prcmiei^ 
inenibres des équations (4) ? lesquels sont nuis. Les sur- 
faces (i) sont donc ortliogonales; et, d’après le beau théo- 
rennî de M. Charles Dupin, deux des familles des sur- 
laccs (i) tracent, sur une surface de la troisième famille, 
toutes ses lignes de courbure. 



§ LXX'CII. 

SIGNES DES COORDONNÉES. 

La simplicité et la symétrie des formules de transforma- , 
lion (3) sont caractéristiques. Ces (|ualités mêmes ont con- 
duit .à la solution de plusieurs qtieslions importantes de la 
physique mathématique, qui autrenumt étaient iiîaborda- 
hles. On remarquera que, d’après ces formules (3), x s’an- 
itule et change de signe avec la fonction impaire A , y avec 
H(, Z avec C. , ou , autrement, que x s’annule et change d<t 
signe avec h; paramètre thermométrique a, y avec le pa- 
ramètre |3, 2 avec y. 

§ LXXXlll. 

ÉLÉMENTS DES INTERSECTIONS. 

T.es intersections des surfaces (t) (|ui passent au point 


SUR LES FONCTIONS INVERSES, ETC. lOg 

considéré, forment en quelque sorte trois axes courbes que 
nous désignerons par les lettres S, S,, Sj. Sur S, intcrsec- 
lidn des deux surfaces aux pr<ramètres j5 et y, c'est a t|ui 
varie seul, sur Si c’est sur Sj c’est y. On aura donc 

//S = Hf/a, (/S, = H,r/p, rfS.= H,rf7, 

H,Hi,H, étant des fonctions de (a, [ 3 , •/) qu’il imporic de 
déterminer. . ■■ 

• Pour 11, soient r/x, riy, //z les projections de r/S sur les 
trois axes rectilignes; les cosinus des angles, que la direc- 
lion de flS fait avec ces axes , seroift 

• 

dx dy dz i dx i dy i dz 

dS dû' d&' ’ \l doi' H f/a’ H f/a 


or la somme des carrés de ces cosinus est l’unité , on a donc 

Cela |>osé, sachant, d’après les relations (6’) au § 37,' que 
'^ = BC. ^=_CA, 

riy. ri 'JL ri % 

les formules de Iransformaliou (3) donnent 

/f/.r\* 

\tJ ^ -^\7r4 . . 

= { 4'f A ' \ ’ H’ C’ 4- R’ R’ {’,• ,\- f. C’ c; A’ R’) ; 

/, /'f' ‘ ‘ . 


la parenthèse du second membre peut être exprimée eti 
A,- seulement à l’aide des relations (a), et, parce tpic 
f,'* — J — A*, elle se réduit définîtivement à 

/"/''[■À,; Aj--(A; + A’) A +.Vj, 

n 

i 

i 
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OU au pioduit 


on a donc enfin 


x..x'’(a;-ao(a|-a’), 


H = c — A’ \/AÎ — A^ 


Ou trouve, par des opérations semblables, 

ii,=cv'aî-a; va;— A*, 
ii,=fV'A; — a’VâT-a'î. 

Oiî bien, désignant comme nous l’avons fait dans la seconde 
case du tjbleau ( 2 ), par D'jDJ.Dj les triples valeurs 
égales écrites aux trois lignes de cette case, on a plus sim- . 
plement • 

H=cD, D,, H, = cD, U, H, = cDD,. 

On conclui de là 

(5) r/S=rcD, ^/S, =cD,Df/p, rfS, = cDD, f/ 7 . 

El l’on pourra exprimer indiÜ’ércmment les I), par les A,-, 
par les H, , ou par les C,. 

§ LXXXIV. 

USAGE DE CES ÉLÉMENTS. - 

Les valeurs (5) des r/S, permettent d’évaluer : 1 ” par des 
intégrales déCnies simples la longueur de l’arc S, compris 
entre deux surfaces (i) delà famille correspondante; 2 ” par 
des intégrales définies doubles l’aire d’une portion de chaque 
surface (i), limitée par quatre des lignes de courbure de 
celte surface; 3” par des intégrales définies triples le vo- 
lume compris entre deux surfaces au paramètre a, deux au 
paramètre j3, deux au paramèirey. Mais pour bien saisir 
ces applications des dillércnliellcs (;>), il est nécessaire de 
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l'onnailrc les variétés ilos surfaces (i) , et de [iréciscr les li- 
mites des paramèlres'thcrmométriqurs (a, |j, y). 


$ LXXXV. 

VARIÉTÉS DES HVPEUBOLOIDES A DEUX NAPPES. 

Commençons par les hypcrboloïdcs à deux na])pes. 
Quand a — o, on a 

A = o, B = /', C=i, 

et la première équation (i) se réduit à ,r= o, quels que 
soient et ü; la surface est alors le plan des zy dans toute 
son étendue. Quand « = ±; cr, on a 

A-±^, B — o, C=X', 

la même équation se réduit a y = o-, z el x restent indé- 
terminés, mais de telle sorte que l'inégalilé 



soit toujours satisfaite, afin que la première valeur infini- 
ment petite de soit réelle^ la surface est alors entièrement 
couchée sur le plan des zx dans les deux parties intérieures 
à l’hyperbole qui a pour sommets les points 5 et rî', et 
pour foyers F et F'; c’est une plaque hyperbolique à deux 
nappes. On imaginera facilement toutes les formes succes- 
sives que prend la surface générale entre ces deux limites 
extrêmes. Ses deux nappes, primitivement collées sur le 
plan des zy, s’en .sép-arent de part et d’autre; leurs sommets 
s’éloignent de l’origine; elles se courbent vers l’axe des .r 
et se rap[)rochent de plus en plus du plan des zx, sur le- 
quel elles s’étendent définitivement lorstjue les sommets ont ^ 
atteint les points et if'. 
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§ LXXXVI. * 

VARIÉTÉS DKS 11 YPERBOLOIDES A UNE NAPPE. 

Passons aux hyperboloïdes à une nappe. Quand (3 = o , 
on a 

A, = /•, B, = O, G, = 

et la seconde équation (i) se réduit encore àj' = o; mais z 
et X, qui restent indéterminés, doivent maintenant vérifier 
l’inégalité 

JT- 3 * 

la surface est entièrement couchée sur le plan des zx dans 
la partie extérieure à l’hyperbole définie plus haut; c’est 
une plaque hyperbolique à une nappe. Quand (3 = ± a', 
on a 

A, = I , B, = ± G, = o ; 

la même équation se réduit à z = o; mais x oty, qui res- 
tent indéterminés, doivent vérifier l’inégalité 

la surface est alors couchée sur le plan des elle occupe 
toute la partie extérieure à l’ellipse qui a F, F', f, F pour 
sommets, et pour foyers; c’est une plaque indéfinie 
avec vide elliptique. Enti'e ces deux limites extrêmes, la 
surface générale, d’abord aplatie sur le plan des zx, se dé- 
double et s’ouVre dans le sens desj)'; les quatre sommets de 
son (dlipsc de gorge marchent de ^ et -F vers F et F', du 
centre vers fetf'; en même temps la surface s’évase de 
plus en plus, en se penchant de toutes parts vers le plan des 
JT)', sur lequel elle s'étend entièrement quand son ellipse de 
gorge a complété le vide définitif. , 
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§ LXXXVII. 

VARIÉTÉS DES ELLIPSOÏDES. 

Arrivons eniin aux ellipsoïdes. Quand y = o, on a 

Aj = I , Bj fi , C, — O ^ 

la iroisièmc équation (i) se réduit aussi à z = o; mais ,r 
et qui restent indéterminés, doivent maintenant vérifier 
l’inéfçalité 



la surface, coucliée sur le plan des xp, occupe seulement la 
partie intérieure à l’ellipse définie plus haut; c’est une 
plaque elliptique. Quand y= zfc ny, les trois fonctions A,, 
Bj, C, sont infinies et égales entre elles; la surface est une 
sphère de rayon infini.. L’ellipsoïde général , d’ahord exces- 
sivement aplati, se développe de plus en plus; ses six som- 
mets s’éloignent indéfiniment à partir de F et F', de f et f', 
du centre; et en même temps les rapports de scs axes ten- 
dent vers l’unité. 

§ LXXXVIll. ■ 

' DÉFINITION DES SIGNES. 

Dans celte revue succcs.sive , par mouvement cl déforma- 
tion , de toutes les surfaces que représentent les équa- 
tions (i), les correspondances de signes rpie les formu- 
les (3) étahlissenl entre ,r et a, y et [5, z et •/ se définissent 
naturellement. Pour le premier hypcrboloïde , dès <]ue ses 
deux nappes se séparent du plan des sj', l’iine prend la va- 
leur positive du |)ai-amèire a , l’autre la valeur négative, 
l’our le second hyperholoïdc, dès (jue la plaque hyperho- 
■ • 8 . 
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li(jiie il line nappe du plan des zx se dédouble dans le sens 
de.s^, la partie qiii se développe en avant prend la valeur 
positive du paramètre (3, l’autre la valeur négative. Enfin 
pour l'ellipsoïde, dès que la plaque elliptique du plan des 
XJ SC dédouble dans le sens des z, la partie qui se déve- 
loppe vers le haut prend la valeur positive du paramètre 
celle ([ui se développe vers le bas la valeur négative.. . .• 

§ LX:x:xix. . 

llYPF.ltnOI.E OMUILICAI.E. KLLIPSE POC.U.E. 

J.e passage des hypcrboloïdes de la première famille à" 
ceux de la seconde se fait par l’intermédiaire de l’iiyper- ■ 
bole dont les équations sont 



t.c passage des hj’perboloïdes h une nappe aux ellipsoïdes ' 
se fait par l’inU-rmédiaire de l’ellipse ayant pour équations 




Ces deux courbes, dont le» grandeurs et les positions rela- 
tives sullisent pour définir le triple .système, méritent d’étre ■ • 
désignées par des noms spéciaux. L’hyperbole (6) traçant 
sur chaque ellipsoïde de la troisième famille les quatre 
points, si importants dans la théorie de cette surface, aux- 
quels on a donné le nom d’ombilics, nous l’appellerons 
V hyperbole ombilicale. L’ellipse (y) réunissant dans ses 
proju'cs foyers et ‘dans scs quatre sommets les six foyers 
constants du système triple, nou.s l’appellerons Yellip.ie 
focale, nom déjà adopté par plusieurs géomètres. 
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§ xc. 

APPLICATIONS OLS fXÉMENTS. 

L’hypirhole ombilicale <‘st iine des courbes S,; elle a 
pour équations 

, a=-ct, P=o; d’où B = o, B, = o j 

et si l’on exprime les D, par les B,, rélcnient (5) de celle 
courbe est r/S, = c/y; ce qui donne l’intégiale transcen- 
dante 


/ 


b ; (7)^7, 


pour évaluer les arcs d’hyperbole. L’ellipse focale est une 
des courbes S; elle a pour équations 


p = ra', 


:o; d’où Ci = o, C, = 0; 


et si l’on exprime les D, par les C, , l’élément (5) de cette 
courbe est c/S = C* c/a ; ce qui donne l’intégrale transcen- 
dante ' , . • ■ ■ 


/ 


C ( a ) rfa, 


pour évaluer les arcs d’ellipse. 

Dans le système des coordonnées (a , (3, y), l’élément de 
volume est 

/ * 

c/Sc/S, </S, ou C^D’D; d; rfac/prfy. 

S’il s’agit d’ évaluer le volume total d’un ellipsoïde, ou in- 
tégrera cet élément dea = oàa = CT, dcj3 = o à|3 = cr', 
de.y O à y; ce qui donnera la partie du volume cherché 
comprise dans l’angle trièdre des coordonnées positives, et 
qu’il faudra conséquemment prendre huit fois. On sait • 

d’ailleurs que le volume total est| ttc’ A,B| C, ; on aura 

8. ‘ y 
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(«) 


•.^o *^o «A) 


i»'“suhal véiifié par Poisson, lors Oc l’aj)parition des non- . 
velles coordonnées. 

Oii conçoil (|ui! si l’on a, entre les paramètres du sys- 
tème triple (i), une équation de la forme F (ac,(3, y) = o, 
le lieu f'éoméiriqnc des points de l’espace dont les, coordon- 
nées (a, [3, '/) vérifieront cette équation sera une certaine 
surface ; que si l’on a deux équations entre les mômes varia- 
bles , elles représenteront une ligne courbi’. Dans les deux 
cas, si l'on veut exprimer le lien géométricpie en (.r, z) , 
il faudra éliminer les paramètres (x , (3, y) entre Icséqua-^ 
lions données et les formules de transformation (3). Voici 
deux exein[)les pour lesquels celte élimination s'opère sans 
difficulté. 

§ -KCl. 

C0N01DEv=ra. 

Dans notre systèine de coordonnées, a et 7 varient entre 
les deux mêmes limites — ci et -(-ci,, cl l’on peut sC de- 
mander quel est le lieu géométrique des points de l’espace 
[tour lesquels 7 et a ont la même valeur uuméri([ue, c’est- 
à-dire de reconnailre la surface dont l’équation est 7 = a. 
Pour tons les points de celte surface ou aura, d’après les 
formulés { 2 ) du ^ ()7, 




B, = 


X X' 




substiinanl dans les formules (3) , elles deviennent 

( ()) • J- = C ,\, -T- 5 .1 ~ c B. 


At; 


z = rt.-: 
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fl l’oii a siu cessiveniont , à Taide des relalions (2), 

( r* k* -+- y* 

^ y-— c’Bj =r f’ (AJ — if-’). A’ = Tj— ^ > 


c; r— A’ 


c'- X'= - 


r 


x’ a; a; 

I rijuaiion t*ii (x, y, z) d<; la surface diercbée esl donc 
(.r- + i') ~ ( A'’ .r- — A- z^). 

J 

f)ii peut niellre relie é((ualiou sous les deux formes 


c- ( j’+ 2= — C- X'') = (x^ -l- z’ — C-) (d X;'^ — y- ). 


La première montre <pie la surface csl ciif'eudrée par le 
inouveiuent d’une droite (pii reste coiistammcnl parallèle , 
au plan des zx, en rencontrant toujours l’axe desy ; c’est 
un conoïde. l-.a seconde forme fait voir que la courbe d’in- - 
tersection des deux cylindres droits 

> . ' -I- z’ := c- X'-, .r’ = c’ 

se trouve sur la surface; celte intersection peut être prise 
pour la directrice du conoïde. La surface est entièrement 
comprise entre les deux plans parallèles à celui des £X, 
menés par les foyers constants f et f'. . ' 

§ XCIL 

COUUBE 7 =& = a QUAND X- = 4 ^. 

La coordonnée /3 variant entre les limites — Cj' et t/, 
diflérenies de — ci et + cr , on ne pourrait pas traiter aussi 
simplement le cas d’une surface dont réijuaiion contien- 
drait jS. Mais il existe un système triple pour lequel on re- 
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trouve la même simplicité; c’csl celui qui corresj>oii(l au 

rapport k = k' = son conjugué se confond avec lui, et 

l’on a n/= CI. On j>cut alors se demander quel est le lieu 
géométrique des points où les trois paramètres ont la même 
valeur numérique, c’est-à-dire de reconnaître la courbe 
représentée par les équations (3 = y = a. Cette courbe se 
trouve déjà sur le conoïde '/=«, dont l’équation en (or, y, z) 
est actuellement 

r' (z’ + X" ) = — fx’ — zM. 

" a 

Pour trouver une seconde surface qui contienne la même 
courbe, rappelons les formules (6 his), § 48, en y suppri- 
mant les accents et faisant k = // = elles donneront 

v'a 


A,: 


C 


B, 


A 

y/aC 


c, = î, 


pour tous les points du lieu géométrique cherché, lequel 
est tel que (3 = « ; substituant ces valeurs dans les équa- 
tions ( 9 ) , qui ont encore lieu , dans le cas actuel, puisque 
y = a , elles deviendront 


d’t 


c A c A 

•7^5 ï=cA; 

V^.B )/iC 


V^2P. = -, v^2C = -; 

J? y 


et comme C® — B* = A''®= - ? il s’ensuit 

2 


1 

? 


(z- -t- j:’) = x’ z' ; 


telle est la seconde surface. 
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Les é(|iiations en (j’, z) de la courbe cherchée soûl donc. 

y» (32 _j_ ^ (j’ — a'); 

ce qui donne, |>our exprimer le cylindi'e projeianl la courbe 
sur le plan des z.r on la projection même, l’équalion 

Z dr . r' 

•r = zt c — . .. , (i ou — = Zt î 

yc-'—2z‘ — 

déi ivée qui se réduit à ± 1 jiour z — o. La ligure suivante 



représente cette projection; le cercle a pour rayon c; h-s 
deux tangentes au {>oint multiple et de double inllexion sont 
orthogonales; les deux asymptotes, parallèles à l’axe des x, 

' • ^ 
ont pour ei{uation z = zh — • 


Dans les recherches faites à l’aide du système coordonné 
défini dans cette leçon, au lieu des paramètres thermomé- 
triques (a, P, y), on adopte les paramètres géométriques 
(v, f/, 0) , § 3 d, ou les piemiers axes des surfaces orihogo- ' 
iiales conjuguées. Les autres ases^ sont exprimés par des ^ 
radicaux , (jui font disparaître la symétrie des formules de 
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transformation (3). Alors x s’annule et changt; de signe 
avec mais on n’établit pas sans f|iiclqne peine que y doit 
changer de signe avec le radical — 6*, z avec — c*. 
En outre, par ces coordonnées p), dites elliptiques, 

l’expression des arcs élémentaires f/S,- est beaucoup plus 
compliquée. 

En général , lorsqu’il s’agit de choisir une variable iiidé- 
pimdan te entre une transcendante et toutes scs fonctions 
inverses , c’est la transce*laiite qu’il faut prendre. On évite 
ainsi les complications, les ambiguïtés et le défaut de ,sy- 
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NEUVIÈME LEÇON. 

Kêsuni» du système {jénèral. — ladctcrniinntion aux limites du rapport A,-— 
Transformation des (A, B, C) en <tl>a ; des H,, C,) en lll) ^3. — Sys- 
tèmes des ellipsoïdes planétaires et ovaires. — Dérormatioiis des(A^., IL, ly . 
— Système sphérique général. 


§ KCIII. 

UÉSUMÉ DU SVSTÉ.MK ÜKNÉHAL. 

11 ist nécessaire de rapprocher plusieurs tableaux dissé- 
minés dans les leçons précédentes, et de résumer en peu 
de mots notre étude actuelle afin de faciliter ses dernières 
conséquences. Ayant pris pour exemjile la famille de suV- 
l'aces au paramètre A représentée par l’écpialion 


(■) 


X- 

>7 ' 




où la constante ù est moindre (|ue c-, on vérifie sur elle la 

condition de l’isothermie, in trouvant pour le rapport 

c d’ A / *'/À \ “ . 

O - — : s , la somme 

ait‘ \ au j 


( \ À 


fonction de 


À seid. Celle somme égalée à sert à déterminer la fonc- 

î* 

tion (fc (lui , substituée dans l’intégrale / —i doit donnei’ le 

’ _ ’ i/ ? 

paramètre ihcrmométrique £. 'l'rois cas se présentent sui- 
vant que le paramètre géoniétri([ue À est inférieur .à b, com- 
pris entre /> et <% supérieur à c; désignani respeclivcinent , 
dans ces trois cas, [>ar v, a, c les valeurs de/, par ar, |3, y 
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celles de e , ou a 


LEÇOSS 


(2) 


a =r C 

« 

r 

/o — v' 

J'* 

•7 “ 

p=c 

, 

j:’ r* 

'h Vu* — — (i* 

a* — À’ 

è 

Ki 

II 

r ^ d? 

X* r’ 

1 

'c \^p’ — è’v^p’ — c’ 

p> f'— è’ 


P* — C’ 


< c qui douiie trois familles de surfaces isothermes comprises 
dans l’équation (i). Tous les axes de ces surfaces sont des 
paramètres géométriques importants; égalant doue chacun 
d eux à la constante c multipliée par une fonction inverse 
spéciale , on a le tableau ' 


^ .v=;cA(a), Vè’— v’ = cB (a), yc’— 7'=:cC (a) ; 
(3) < p = cA,(flj, v'p’— è» = cB,(p), p= = cC,(p); 

p = cA,(y), Vp’— ^’= cB,( 7), y/pi_c!z=cCj{7) ; 


et désignant par k le rapport -, les relations 


c 


k- -h /•" : 


(4) A’-+-B= = X% A’+C = I, C’ — B* = X"; 

I \]-B\ = k\ a; + C;=i, B:4-CÎ = X"; 

^ A|-c; = i, b;-c;=x'’. 

> 

. Représentant par CT et n' les intégrales définies suivantes; 


(5) 


f'' d-j ^ _ ,lo 

’ ~Jo \/c'—y' ~ V^p’-c' 

— ---TT^ ~=cf 

Jh vp’— è’Vc’— p’ Jp 


\/c’ — i* 


b^- ï'* \/c’- 
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on démontre que les neuf fonctions inverses (3) ont toutes 
une période réelle qui est : 4 pour (A, B, A,, Bj), 2 cr 
pour (C, Cj), 4f5'pour(Bi, C,), 2 ci' pour A,-, qu’elles 
ont toutes aussi une période imaginaire, qui est ; 4o^ ^ — 1 
pour (B, C, Bj, C,), 2 vs' \/ — 1 pour (A , A,) , 4 ^ ^ — * 
pour (A,, B,), 2 crv^ — 1 pour C,. T.es fonctions (A, B,, C*) 
sont seules impaires : les six autres sont paires. 

Les équations des trois familles de surfaces et les for- 
mules de transformation que réliininalion en déduit, 
sont , 


æ;’ r “ z’ 

i — — c’ , 

A' B' C’ 


Â X = C A A| A, , 



/r k' y = cBB, B,, 
/■' Z z= cCC, C,. 


Ces familles de surfaces sont orthogonales, et leurs para- 
mètres («, (5, y) forment un système de coordonnées; 
« et y variant de — ci à-|-o, fi de — cj'à-f- ra', dans ce 
système. 

On passe de la première famille à la seconde, de la se- 
conde à la troisième, par l’intermédiaire de deux courbes, 
dont les équations sont 


* 

/ «'»(•*. r>*) 

en (a. 

7) 


\ .r’ 


P = 0 

(7) 


a =: rj , 


1 Z = 0 , 


7 = 0 , 


La première est l’hyperbole ombilicale (lieu géométrique 
des ombilics de tous les ellipsoïdes de la troisième famille). 



I a4 LEÇOMS 

La sccomle courbe est l ellipse locale (ayant pour loyers et 
pour somiiKUs les six loyers constauls du système). 

§ XCIV. “ 

GÉNfiRALlTÉ. ANOMALIES. 

Pour toute gramleui’ de la ligne c,(pii ne soit pas nulle, 
pour toute \aleur du rapport , qui ne soit ni zéro, ni 
ruuité, on a le même ensemble de surfaces isoilicrines or- 
tbogonales, de l'onctions inverses doublement périodicjues, 
et de coordonnées theianoniélri<jucs. Les nombres ra et vs', 
qui dépendent de .sont Unis, et toutes les formules précé- 
dentes n’offrent aucune indétermination. 

Il n’en est plus de même aux limites de A, qui sont zéro 
et Tunité : alors une des trois familles de surfaces sembltî 
disparaître; les fonctions inverses sont en nombre moin- 
ilre; elles n’ont plus cbacunc qu’une seule période, réelle 
ou im.iginaire; des deux nombres rj et üs ' on n’en retrouve 

plus qu’un, (jui est enlin, les formules de transforma- 
tion (6) sont indéterminées. Des disparitions et des indé- 
terminations d’une autiv nature ont lieu, quand la lignée 
est inlininient ptuile ou nulle. Il s'agit d’analyser ces cas 
extrêmes et de rétablir, pour eux, b^s propriétés du système 
général, avec les modilications qu’exigent ces cas parli<-u- 
liers. Laissons il’abord la constante c Unie et quelconque. 

§ xcv. 

INDÉTEUMlNATlüN LORSyi'E A -- o. 

Lorscpie la constante h e.st nulle, ou i|ue A = o, le para- 
tiiètre géométrique v, (|ui doit toujours être compris entre o 
cl Al est nul , ainsi (|ue y A* — y", et Ve*— v' se lakiuil à la cou- 
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stantoc; les fondions invorso.s A cl I) soni donc nnllos, 
fl C est cgal à l’unité; la faiiiillc des hyjieiboloïdes à deux 
naj)j)es, au pauainèlre a, semble disparaître, et les for- 
mules de transibrmalion (6) sont indéterminées. Mais les 

fonctions A , R étant nulles avec h , les raj)poris j ? som 

des sé/'o .««/• zé/’o dont il faut chereber les valeurs. A eel 

edel , laissant A quelconque, ou essayera de substituer au 

groupe des fondions (A , I?, (i) une seule fonction inverse, 

dont les premières dépendront, et <ju’il faudra choisir de 

,, , Al!., 

telle sorte que les rapports j, - soient lonjoms assigna- 

blés, lors même que /i serait nul. 

§ XCVl. 

TIIANSKORMATION DES (A, B, C) EN -ba. 

Ilemarquant que A ei 15 vérilient la relation A’-|-I5®=r/,*, 
que A est une fonction impaire et 15 une fonction paire, 

on posera •^ = siii0, y = cosQ, et 0 sera la fonction inter- 

ri k 

médiaire eberchéc , si l ien ne s'oppose à sa détermination. 
Par son inlrodiidion , on a, tableau (3), 

V = h sin S , ^ — v’ ~ // cos 0 , \l«r — v' — c i — b’ sin’ 0 , 

ce (|tii donne d’abord 



1 2Ô 

el par riiitêgralion 


l.EÇONS 


( 8 ) 



L 

I 

£ 


® (10 


V I — sin’ 0 

ÎT 

(10 

~7= • > 

VI — X ' sin’0 

7 T 

^ f/0' 

^ I — /■'’ sin- 0 ' 


La fonction inverse 6, que nous désignerons par est 
déterminée par la première intégrale (8) ; les deux autres in- 
tégrales , lesquelles sont déjinies, sont des expressions nou- 
velles des nombres cr et ta'. Les fonctions primitives A, 
B , C seront données par les formules 

« 

^ U 

(g) — = siD5i.a, - = cos„l,a, C = y^i— ^ sin’ ,La. 

* /■ A' 


L’équation de la première famille de surfaces, et les for- 
mules de transformation du tableau (6), pourrontse mettre 
sous la nouvelle forme 


sin* 


• = (c’H , ) 

a \ I — A-*sin*.A^a/ 


(lO) 


COS*eL 

X — cA,Ai .sin .iLa, 
k' y — c B,Bi . cos cV a , 


/■'z= cC, C, . y/ 1 — /•* sin*,l, o, 


qui , vu son manque de symétrie, ne saurait être préférée à 
la première , tant que A n’est pas nul. 
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§ XCVII. 

SYSTEM K DES ELLIPSOÏDES PLANÉTAIRES. 


Mais à celle limite même la foime (10) acquiert une 
importance remarquable par rabscncc de toute indéterinî- 
itation. Faisant A o, les intégrales ( 8 ) donnent 


, . , , , / rf 6 ' 

llil e = ,t,a = a, a = -, bt = I = oD ; 

2 X <'OS® 


les vraies valeurs des rapports (p) sont 



l’équation (10) , de la première famille des surfaces iso- 
thermes au paramètre a , se réduit à 

r* 

/ Q » ^ __ ,/ 

^ . sin’ a cos^ a 


et représente des plans méridiens menés par l’axe polaire 
des Z. l^es deux autres familles ( 6 ) sont des hyperboloïdes 
à une nappe et des ellipsoïdes planétaires, tous de révolu- 
tion autour du même axe des z ; leurs fonctions inverses 
sont, d’après la seconde leçon et les relations ( 4 ) , 


(> 4 ) 



1 

I 

COS 7 


= H séc 


= séc7, 




E(p)- 


Htangp, 


^ sin 7 

C,= = langy; 

C0S7 


en sorte que. A’ étant l'unité, le nouveau système orthogo- 
nal est complètement déterminé par les formules de Irans- 



I ï8 

fornialion 


LEÇONS 


/ a =c.sinœ.Hsécp.séc7, 

( 1 5) -J' — f.cosa . H S(“c 6 .st'C'/, 

( Z £• . U !ang langy. 

Puisque fi = O, k'—i. l’hyperbole ombilicale (7)3 pour 
équations y = o, z = o, et se coiifoiul avec l’axe des z-, ce 
qui donne les pôles pour ombilics aux ellipsoïdes plané- 
taires. L’ellipse focale a luaiutcnant pour équations .3 = 0, 
ar’ -f- }' * = c’ •, c’est le < ercle qui passe par les foyers con- 
siants des sections méridiennes. 

§ XCVllI. 

PREMIÈRES DÈFORM.VTIONS DES (A,, B„ G,). 

Ainsi , des neuf fonctions du système général, le pseudo- 
sinus A est remplacé par un sinus, le pscudoi osinus U pai’ 
un cosinus, le pseudorayon C par l’imilé, H, et A, sont 
<leveiius une' meme byposéeante, C, une liyjiotangcnte,; 
IL et At une même sécante, C. une tangente. Ae comptani 
chaque fonction double que pour une seule, et ne soup- 
çonnant pas la trausfonnation si rcmar(|uable. du groupe 
(A , H, C) , on ne trouvait que quatre des neuf fonctions^ 

Mainlcnant toutes répondent à l’appel. ISIais tj étant et 

rj' iulini , elles ont toutes perdu une de leurs périodes : il n’y 

a plus qu’une période réelle, pour 

Z pour C, , plus qu’une période imaginaire, 2 7TV^— 1 pour 
(A, = lL),t;V^ — I pourC,. On peut dire, il est vrai , que 
les péi'iodes qui ont disparu sont devenues infinies. Quant 
à la fonction C, étant maintenant constante, elle n’a plus 
de périodes. 

Dans les formules (10), .i change de signe comme sins!," 
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columo cos a, s à la fois avec el y. Ce n’est plus comme 
au cas général (6), où change de signe avec la fonc- 
tion B), d’impaire qu’elle est quand k n’cst pas zéro, est 
devenue égale à A, fonction restée paire. Il y a là un chan- 
gement brusque , qui tient à ce qu’on est obligé de prendre 



ne pouvant adopter pour limite inférieure = 

qui introduirait l’infini. 


§ XCIX. 

INDÉTEUMINATION LOUSQUE /( = i. 


Lors(jue les deux constantes b et c sont égales, ou que 
k ~i et Ar'= o, le paramètre géométrique ( 2 , (|ui doit tou- 
jours être compris entre i et c , est aussi égal à h ou à c ; 

— b* et V^c* — fi’ sont donc nuis, alors la fonction A, 
est égale à l’unité, et les fonctions B, et C, s’évanouissent; 
la famille d’hyperboloïdes à une nappe au paramètre |3 
semble anéantie; et les formules (6) sont encore indéter- 
minées. On fera disparaître cette indétermination en intro- 
duisant la fonction inverse intermédiaire tj/ qui , k' étant 
quelconque, sert à vérifier la relation BJ-t-C,=A'*, en 


B, . , C, 
posant P = siny, j; 


cosi^. 


§ C. 

TRANSFOR.MATION DES (A,, B,, C,) EN 
Par cette introduction, on aura 

y^ii’ — b’= — è’.sinij), 

— fi'* = \/c’ — é’.cosij', 
fl = c . I — X cos’ , 

9 


S 


1 


J 
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ce cjuî donne <1 abord 


leçons 


_ b' )/c’ — pi’ 1 — f'os’ ’l' 


cl ensuite, par intégralion , 


S , 

^ Jo \''l — cos' A 
‘‘'i' 

" “ Jo v'> — <■'’ 

T 

„= P— =Ü=- 

Jo \/t — X’cos’-|<' 


La première intégrale transcendante détermine la fonction 
inverse tpie nous désignerons par les dctix autres 
intégrales, lesquelles sont rZfyîmei, donnent encore d’au- 
tres expressions des nombres et et et . Les fonctions piitni- 
tives (A,, IL, C,) sont liées à ij; = t)î.|B par les formules 

(,^) A,= Vi— ^ = sint)l,p, p = cosift,p. 

L’équation de la seconde famille de surfaces (6) et les for- 
mules de transformation peuvent donc se mettre sous la 
forme 

2> / X’ \ 

sin’ilt,p cos' 11!, fl V I—/" cos' 11!, P/ 

Xx = c.A,A. V’i — ‘^'’cos'il!,?, 

/!r = c.B,B.sin M!,p, 

Z = c . C, C . cos tli, P , 

plus compliquée que la forme primitive, tant que A n’est 
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pas l’unité, f)u que A' n’est pas zéro, mais qui, à cette li- 
mite, fait disparaître toute indétermination. 

§ CI. 

SYSTÈME DES ELLIPSOÏDES OVAITIES. 

Faisant A'= O, A = i, les intégrales (i6) donnent 

(iq) ij( = ilî,8=8, o'=-, CT = 

■ 2 


I.es vraies valeurs des rapports (i^) deviennent 



L’équation (i8), de la famille de surfaces isothermes au pa- 
ramètre (3, est 

t- 

sin“p cos’p’ 

Cl représente des plans méridiens menés par l’axe polaire 
des X. Les deux autres familles (6) sont des ellipsoïdes 
ovaires et des hyperboloïdes à deux nappes, tous de révo- 
lution autour du même axe des x ■, leurs fonctions inverses 
sont, d’après la seronde leçon et les relations (4) , 

A,= — Hcoty, B,r=C, = -y-r = Hcüséc7, 

B=C = ^^ = Hseca, 

en sorte que, A étant l’unité, le nouveau système orthogonal 
est complètement déterminé par les formules de transfor- 

9- 
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mation 

1 

a- = f , H C 0 I 7 . H tanga, 

(23) 1 

1 ) == f . H cosèc 7 . H séc a . sin p, 
i Z = c . H cosèc 7 . H seca, cos S. 

L’équation z’= 

A'* — c’^, pour l’hyperbole ombil 


cale, devient s = o, et x doit surpasser c: la courbe se ré- 
duit à l’axe polaire, moins la ligne qui sépare les deux 
seuls foyers constants ; elle donne encore les pôles pour om- 
bilics aux ellipsoïdes ovaires. L’équation = A'* (c* — 
pour l’ellipse focale, devient j' =o, et xdoit être moindre 
quec; la courbe se réduit .à la droite qui joint les deux 
foyers. 

§ ClI. 

DKUXlt-MKS DftFOUM.ÏTlONS DES (A„ B„ C.,). 

Des neuf fonctions du système général, A, est l'emplacé 
par l’unité, IL par un sinus, C, par un cosinus, Bj et C* 
sont devenus une même liypocosécante, Ai une bypocotan- 
gente, Bel C une même hyposécantc, A une hypotangente. 
Mais ces fonctions, toutes retrouvées, ont perdu une de 
leurs périodes; il n’y a plus qu’une période réelle 2 7 : pour 

(^’ ^niaginaire, 2 t: — i pour 

(Bs = C, , B = C) , ~ \/ —1 pour (Aj, A); les autres pé- 
riodes ont disparu par rinlini ra. La fonction A,, devenue 
constante, n’a plus de période. 

Dans les formules (28), x change de signe avec, a , z 
aveecosîS, y avec sinjS, et ces trois coordonnées changent 
toutes de signe avec y. Ces modifications, au cas général (fi), 
tiennent à ce qn’on est obligé de prendre 
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ne pouvant adoplei- la llinile inlcrieurc pz=c, ijui inlro- 
duirail rintini. 

§ cm. * 

SYSTÈME SPIIÈUIQUE GÉNÉRAL. 

Il reste à examiner ee que devient le système général 
([uand la ligne c est nulle. On peut admettre que A et h' con- 
servent des valeurs lixes, h .lyanl diminué comme c. Si 1 on 
remplace le groupe (Aj, Rj, Cj) par la seule lonctiou in- 
verse P ou cAi, les étpiations (a) deviendront 

z‘ A 

— =c’, .T— a. 


(24) 


X- 

7 


éC* 

.y' 

A’ ■ 

B- 


r 


A. 

B) 

J- 

- 




— = C*, y 
r't ^ J 


I 7— B B, 




: vp- 


.0. 


c, 


Et si l’on fait c = o, ce qui ne change rien aux fonctions 
(A, B, C), (A,, B,, C,) , car les (a, [3, cr, cr') mis sous les 
formes (8) ou (i6) , sont tout à fait indépendants de c, le 
tableau { 24 ) devient 


x’ z‘ 

1 P ~ c) ’ 

A , 

X = P . - • A, , 

, ’ X- r’ z- 

j Âi'^Bî-cy’ 

B B, 

1 .r’ -t- ■+■ Z- — pb 

r 

Z = p.C.p, 

et les surfaces orthogonales sont 

actuellement des sphères 


concentriques, et deux familles de cônes homofocaux et 
isothermes, entourant les axes des x et des z. Il ne reste 

plus qu’à substituer la valeur p = - (trouvée au § 7) , pour 

introduire la coordonnée thcrmoinétri([uc y. 
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• § CIV. 

A1>PU(;.\T10X XOUVKLl.li DIÎS ,/S,. 

Si dans les diflércnticllcs <7S, dS,, du § 83, on exprime 
les D, par les A, , qu’on remplace cA, par p, puis (ju’oii 
fasse c = o, elles deviennent 

rfS=p\/Âf^Â’ rfa, rfS, = p\/A; — A’.rffl; 

ce sont les éléments des courbes sphériques, intersections 
des cônes isothermes et de la sphère de rayon p. On aura la 
huitième partie de la surface de cette sphère, en intégrant 
le produit c/S . l'/S, , de a = o à a = n , de (5 = o à ,5 = cj'; 
ce qui donne nécessairement 

formule que Poisson a vérifiée. 

Îî cv. 

SYSTÈME SPHÉRIQUE PARTICULIER. 

Lorsque la question que l’on traite n’exige pas que le 
système sphérique orthogonal (a5) soit rapporté à ses pa- 
ramètres thermométriques, on peut prendre pour coordon- 
nées le rayon p, et les deux fonctions inverses 6 et i|/, in- 
troduites a\ix §§ 96 et 100, et, à l’aide des valeurs (p) et ( 17 ), 
on a 

I x= p . sin 0 . cos’ 

(26) j r = p.ros0.siii 

— X’siiP9.coS')i, 
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]e rapporl A restant ilisponible, et pouvant être choisi de 
manière à faciliter la solution que l’on cherche. 

Quand on prend A = i, d’où A'= o, on a 

/ X = P sin 6 , 

( 27 ) ' P cos 0 sin \j;, 

( 2 = P fosO COS\J/. 

(l’est le système habituel des coordonnées sphériques, dans 
lequel la longitude est seule un paramètre thermomé- 
trique. Les sphères concentriques et les cônes de latitude 
forment bien deux familles de surfaces isothermes, mais p 
et 6 ne sont pas leurs pai-ainèlres thermométriques. 


Los diverses propositions établies dans cette leçon don- 
nent Heu h deux observations importantes. H résulte des 

§§ 97 et 101, que les rapports 7 d j quand A = o, yj 


et - c 


juand A'=o, deviennent sin e et cose; mais ces 


vraies valeurs de fractions qui se présentent sous la forme ^ 

ne sont ni A, ni B, ni B,, ni C,. D'ailleurs, si l’on fait subir 
à la fonction F = sin e, ou F = cos e, l’épreuve du caractère 
général, défini par la septième leçon, on trouve que le pre- 
mier membre de l’équation (i5), au § 72, se réduit à 

g ^ * j - p - ; le coeflicient g étant cp i dans le premier cas, 

-I- I dans le second. Or il est impossible de ramener la 

fraction - 1 — > - - à la forme sin [G — (a±j3)l, ou 
sm(a±fj) L 

cos [G — (« ± j3)J, avec une constante finie G, soit réelle, 

soit imaginaire. Ainsi les fonctions sinE et cos E n'appar- 
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tiennent pas à la classe des (A,, B, , C,) ; elles n’en ont pas 
le caractère essentiel ; elles n’en sont pas des variétés. 

Le système ellipsoïdal (6) et le système sphérique (25) 
se confondent, se superposent, sont en quelque sorte tan- 
gents à l'infini; c’est-à-dire pour les valeurs du paramètre 
thermoiuétrique y voisines de ses limites ± ci, et pour les 
très-grandes valeurs du rayon p. Autrement : tous les hy- 
perLoloïdes (6) ont leurs cônes asymptotes (aS), et la fa- 
mille des ellipsoïdes s’approche asymptotiquement de la 
sphère d’un rayon infini. Ce dernier genre d’asymptotisme 
diffère du premier, en ce ([ue les familles de cônes (a5) 
changent, comme celles des hypcrholoïdes (6), d’un système 
à un autre, ou avec la valeur du rapport k, taudis que la 
sphère asymptote des ellipsoïdes reste la même. Cette pro- 
priété que possède la sphère, d’appartenir en quelque sorte 
à tous les .systèmes ellipsoïdaux, est d’un grand secours dans 
les applications, comme guide et comme moyen de décott-- 
vertes. 
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DIXIÈME LEÇON. 

Pr\»I)lômo tlo In ti'ansrormntion des transcendantes et des fonctions ellip<~ 
tiques. — Solution (;ênêrale découverte par Jacobi. — Vérification de cette 
solution. — Nouveau module. — Formules des nouvelles fonctions inverses. 

^ CVl. 

l'KOüLÈME DK LA THANSFOIIM ATION. 

Le système des fouctioiis inverses, directes et conjuguées, 

qui dépendent d’une valeur déterminée et fixe du rapport />, 

est maintenant défini aussi coinplétemcnt que possible. 

Mais si l’on considère l’ensemble des systèmes coordonnés 

%/ 

correspondants à toutes les valcui'S de k comprises entre 
zéro et l’unité, ou doit se demauder s’il n’existe pas entre 
eux des liaisons (jui puissent permettre de passer d’uii de 
ces systèmes à un autre. La solution générale du problème 
de la transformation des transceudanles et des fonctions el- 
liptiques, découverte par Jaeobi , répond directement à la 
([uestion , et il importe de la développer ici. 

Nous conserverons la notation des (A,, B, , C.) , tant 
pour éviter la traduction nouvelle d’un grand nombre de 
formules établies précédemment, que pour iiilcrpréler plus 
facilement Jes résultats obtenus, au point de vue des apjili- 
eations à la géométrie et à la jihysique mathématique. Tou- 
tefois rien n’cmpèebe de donner au rapport k =z- le nom 
consacré de module. 

La formule ^ = lUl , joiiile aux relations qui existent 
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entre les trois fonctions (A, B, C), donne le paramètre 
thermométrique s sous la forme 


(■) 



ilA 

y/ 1 — ' 


nous écrirons la fonction inverse A de celte manière A (e; A), 
([uand il sera nécessaire de la distinguer d’une foneliou 
semblable ayant un autre module \ pour le moment , appe- 
lons X la variable de l’intégrale (i). 

Le problème de la transformation des transcendantes 
elliptiques consiste à trouver une fonction rationnelle y 
de X, qui satisfasse à ré<{ualion 


(2) r -7=^^-7===m r 




-r’ 


M et l étant des constantes qu’il faut assigner en même 
temps ([ue la fonctio’n. Le premier membre étant e, ou 
aura 

x = A{t\k) et /=.A /^ ; 

c’est-à-dire que la solution trouvée donnera la fonction in- 
verse A de pour le module /, à l’aide de la fonction in- 
M 

verse A de e pour le module A. On aura donc une formule 
de transformation entre fonctions inverses appartenant à 
des modules ou à des systèmes différents. On conçoit que le 
problème dont il s’agit doit avoir un nombre infini de so- 
lutions; leur recherche est facilitée par le théprème sui- 
vant : 

§ CVII. 

T H f: 0 R iî M E P R f: r . I M I N A 1 R E . 

Théorème. — Si l’on a obtenu trois polynômes U, V, T, 
ne contenant (pie des iniissances entières et positives de x , 
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cl qui vcrlfienl l’cnjuation 


(3) (/’V>— IP)(V” — U>)z=(P— ,r’)(i — x’j'P, 


le troisième polynôme T sera iicccssaircment égal à 
pression 




ex- 


dédullc des deux autres, multipliée par un facteur cons tant. 

Démonstration. ■ — ■ On peut admettre que U et \ sont 
premiers entre eux, c’est-à-dire qu’ils ne sont plus divi- 
sibles par un même polynôme en x. Conséquemment les 
quatre polynômes 

(4) (/v-t-u), (/v-u), (v-Hir), (v-u), 


diviseurs du premier membre (3), sont aussi premiers entre 
eux. De là résulte que cliaijuc facteur simple de T (de la 
forme ax -t- b), tpii est double dans T*, sera aussi double 
dans celui des polynômes (4) cpi’il divisera. Soient p, et// 
égal ou inférieur à p, les degrés de U et \ ; 4 P sera le degré 
du premier membre (3), cl ip — a celui de T ; T aura 
donc a /> — a facteurs, lesquels seront doubles dans les 
polynômes (4). 

D’un autre côté, ces derniers pt)lynômes donnent, par la 
dilTérenlialion , 


(/VdiU) 

{V±U) 


(W 

dx 

dx 


U 


f/(/V±:lI) 


d.r. 


: / 


dx 




ax dx 


identités d’où résulte cpie tout facteur double dans l’un de 
ces polynômes, lequel divise sa dérivée, divisera nécessai- 
rement l’expression 
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(juc nous désignerons par AV. Ainsi AV sera divisible par 
tous les facteurs de T, et son degré q devra être au moins 
ip — 2. Mais les degrés de IJ etV'étant /), et// égal ou infé- 
rieurà p ; i“si p' = p, les termes dont l’exposant est ip — i 
seront égaux dans les deux parties de la dill’érence AV^, et 
se détruiront, d’où q ■= ip — 2; 2” si p'=zp — i, il ji’y 
aura pas de disparition analogue, et q sera p -h p — 2, 
ou encore 2p — 2; 3 “ si p' était inoindi-e cjuc p — i, 
q = p p ' — I serait moindre que 'ip — u, ce qui ne sau- 
rait être. Donc // sera égal , ou à /;, ou à /; — 1, et dans les 
deux cas le degré de AV sera ip — 2. Donc enfin l’expres- 
sion AV et le polynôme T, qui ont le même degré et les 
mêmes diviseurs, ne peuvent dillérer c(uc par un facteur 
constant. 

Corollaire. — J’uiscjue l’on doit avoir identiquement 


T = ) 


M 


rlj- 


‘■S)' 


si l’on substitue cette valeur dans l’équation ( 3 ), on en dé- 
duit facilement 



sans que V le soit, on aura une solution du problème de la 
transformation. Puis, pour déterminer la constante M , ou 
fera X = O dans l’identité c|ui donne T, d’où 
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§ CVllI. 

r.ONSfcQUEXCK D’LNE DES FOEMUEES D EULEU. 

Avant (l'aborder la solution géiu’ralc donnée par Jacobi, 
il y a encore une proposition à démontrer. Continuant de 
désigner par A (s) la fonction inverse dont le module est A , 
la première des formules d’Eulcr, au § 41, en posant 


devient 
(5) A 


;-f-p=(T, x — p = à, 

^ A(a)B(p)C(y)±A(P)B(a)C(g) 
A’ — A’ (a) A’ (P) 


© = 


Ou eu déduit successivement 

[A A(<t)] [A^ a (5)] = A=:^ A [A ((t) 4- A i5)] -t- A (ct) A(()') 
2 A (g) B (P) C (P) , A^(g)B’(p)C’(p)-A»(p)B^(g)C=(«)1 


= A’ 


I 


A>— A’(g) A’(p) 


LA’-A>(a)A^(p)p 


Or, en exprimant le numérateur de la dernière fraction 
en A seulement, à l’aide des relations 


( 6 ) 


B“ = A’ — A’, 0=1 — A% 


on reconnaît tout de suite, comme au § 70, que ce numé- 
rateur est le produit de [A* (a) — A* ((3)] par le dénomi- 
nateur de la fraction ( 5 ) , ce <pii donne , après réduction , 

[AzFA(^)KA=pA{^)] 

_ , , - A» (g) A» (P) + 2 A (g) B (p) C (p) 4- A» (g) - A» (p) 

A' -A» (g) AMP) 

^ ,, BMp)4-AM«)CMP) + ^B(P)A(g)C(p) 

/■=— AM«) AMP) 

_ [B(p)q=A(g)C( p)r 
- . A’— AM*)AMP) ' 




% 
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Fin s’aidant <>ni-ore des lelnliotis (6'), et rappelant la pre- 
mière fornmle (i3) du § (jui est 


(7) 


A (d — s) = 


on aura définitivement 

r._ A(«) 


B(0 

C(e)’ 


( 8 ) 


•A(, 


'-PL , 


AM«)A»(P) 


[X:iFA(^)][X=pA(a)] 

B=(P) 


formule <(u’il s'agissait d’établir. 

§ CIX. 

ÉNONCÉ DE LA SOLUTION DE JACOBI. 

Soit maiutenant ]> = ±.1 un nombre entier, impair 

et quelconque; désignons par i la fraction on aura 
A (/>'■) = A(ra) = / , 

et l’on se rappellera que , d’après le § 42, 

(9) A(2d±;e)=q=A(«), A ( 4 d±t) =±A (s). 

Cela posé, x étant A (e) , la solution de Jacobi est donnée 
par l’équation 

i'o; /— .r>A’(7.0 ■’ 


où le dernier facteur est csscntielletnent 


[-xfoT 

•r’ A’ ( P — 1)1' 


Digitizedby Coogla 



SUR LES FONCTIONS INVERSES, ETC. 1 43 

les signes alternatifs supérieurs ayant lieu si /> est de la 
forme 4 y + i > et les signes inférieurs si ce nombre est de la 
forme 4 / — de telle sorte qu’au dernier facteur il y ait 
toujours le signe — . II s’agit de faire voir <[ue la valeur 
de y, donnée par cette écpialion (lo), vérifie réellement la 
relation (2), avec une constante M et un module / conve- 
nablement déterminés. 


§ ex. 

TK.tNSFOKMATIO.N DK f.KT fi.NONCK. 

La formule ( 8 ), en y faisant « =£, /3 = 2 ni, et A (e) = x, 
devient 


(>•) 


— a/;)/] _p=pA(s — 


2 «/)][/- qi A (s -t- 2 /nj J _ 


A* (2 ni ) 


B’ (2 ni j 


et si l’on substitue à chatjue fraction du second membre 
de l’équation (10) sa valeur transformée à l’aide de la for- 
mule (1 1) , on parviendra toujours à mettre cette équation 
(lo) sous la forme importante 

* 7“ B’Ce-')* 

Deux exemples ne laisseront aucun doute sur la généra- 
lité de cette transformation. Soit p = 5 = 4 -H~ï> l’équa- 
tion posée (10) est 


y[‘ + A(3/)] 

['- 4 J 

/ .r^A’( 2 i) 

, ^’A’(4/) 


X’ X’ 

et, par un double usage de (i 1), le second membre devient 
[*- A («)] (A A (s -5 1 )H* A (s 1 < )l [* — A (e - 4 <)1 iA - A (e -t- '| i )1 
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l-E^O>S 

Or, en ajoulanl à s, 10/ ou 2 u dans le second cl le Iroisième 
facteur du nnniéraleur, 20/ ou4cr dans le quatrième, et 
ayant égard aux relations (g), on peut, en ordonnant les 
facteurs, mettre la valeur précédente sous la forme 


(.3) 


[4 - iV (s)] L* - A (sH- 4 0 1 [A —A (t-+- S 01 [4 _ A (j -t- 1 a i)H 4 — A (t -4- 1 G 01 
4K‘(ai).B'(4i) 


Soit jt = j = 4.2 — 1; le second membre de l'équation 
(10) sera 


(-î) 


L' Mÿ] [''*'A(3f)J [' .'(,)]■ 


A- ( 2 /) 


x’A’(4i) x’A’( 6 /)’ 


4^ 


4= 


par un triple usage de la formule (ti), cette expression 
prend la forme d’une seule fra»'lion, ayant pour dénomi- 
nateur 

4.B^ (2/).B’(4/).B'(fij), 

et poui' numérateur le produit des sept facteurs 
[ 4 -H A (s)] , 

[4 — Alt — 2 j)], [4 — A(e4-2/)], 

[4-I-A(£ — 4')j> + A (° + 4 ')]) 

[4_A(£— 6/)], [4 — A(e-|-G/)]. 

Or, ajoutant à s, i4f ou 2CT, dans les 2', 3'’, 6' et 7', 28/ 
ou 4 gt dans le 4“, et ayant égard aux relations (g) , on peut 
écrire et ordonner ces facteurs de 1^ manière suivante : 


(■4) 


[4-t-A(s-(- 4*)]» [4 -l-A(s-t- 8 /)], 
[ 4' - 1 - A (â - 1 - 1 2 f ]] , [ 4 - 1 - A (ê -H 16 /)], 

[4 + A(s -H 2o/)]i H- A(s- 1 - 24 /)]; 

et leur produit a la forme annoncée (la). 
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§ CXI. , 

DÉDUCTION DE f. 

D’après les formes (12), (i 3 ) , (i 4 ) 5 il est évident que le 
second membre de l’équation (12) reste le même, et que 
conséquemment y ne change pas, quand on augmente la 
variable e de 4t : car le premier facteur devient le deuxième, 
le deuxième devient le troisième, et ainsi de suite jusqu’au 
dernier, qui devient [ 1 î zp A (e + 4 w) ] ou [ A qi A (s) ] , 
c’est-à-dire le premier. Or, si l’on fait x = o dans l’équa- 
tion posée (10), on a 

y A 

I — J = I , d’où / = o ; * 

doncjy' sera nul , non-seulement pour x = o = A (o) , mais 
aussi pour x — A ( 4 ')) A. (8/), A (i2f),. . ., A [4 (/t — i) fj, 
ou, ce qui estla même chose d’après les relations (9), pour 
o:=d:; A(2/), ±A( 4 f), ±A(6t),..., ± (p ■— i) i. 

D’après cela, si l’on résout l’équation (10) par rapport 

à sa valeur sera le produit d’une constante par une frac- 
tion, dont le dénominateur sera évidemmentle même ([tt’au 
second membre de (10), et dont le numérateur sera le pro- 
duit des P facteurs 

['"îfffi]’ ['■’-ïTP)]’ 


[- 

C’est-à-dire que l’on aura, en employant une notation 


A(p 


a: 1 r X ~ 

— — i)jJ‘ 
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y la: ^ "0 ) 

/ m A / x’ A’ ( 2 ni ) 


m étant une constante qu’il s’agit de déterminei-. 


§ CXII. 

VALEUR DE LA CONSTANTE ni. 

ür si, dans l’équation (lo), on fait 

8 = dZo, d’où .r=A(±CT)=:iA-, 

le second membre s’annule, et l’on a j' = /5 ces valéurs 
correspondantes étant substituées dans l’équation (i5), 
donneront, en changeant les signes des facteurs du pro- 
duit n placé au numérateur, facteurs dont le nombre 

^ est pair ou impair suivant que p = 4/ ± i, et 

en ayant égard aux relations (6), d’abord, dkns les deux cas, 

1 B' (2/?;) 

' ni = n ; ; — i , 

A’(2/iî) C' (à«') 

et ensuite, en remarquant que 


B (2 ni ) 
C (2fl/) 


= A(p — 2/j)», 


d’après la formule (7), plus simplement 

',d) 

^ nA’(2/ïi) 


Z- -y C;<:.ygie 


SUE LES FONCTIOMS INVEESES , ETC. 


147 


§ cxni. 

DÉDUCTION DE y/i - ^-^y- 

Sil’on écrit uneseconde fois l’équation ( 10 ), en changeant 
le signe dex, et par suite celui dey d’après (i5), si l’on 
multiplie, membre à membre, la nouvelle équation parla 
première, enfin si l’on extrait la racine carrée du produit, 
il viendra 




§ exiv. 

NOUVEAU MODULE. 


On peut disposer du module l, encore indéterminé, de 
telle sorte que si l’on change j en - dans le second mem- 
bre de l’équation (i5), ^ se change en y Soit d’abord - 
ce que devient le second uuanbre par le changement de y 


en - , on aura 

X 


1 _ I (’ .r'A’( 2 «/)) 


kf—' 


-TT n 


A’ (2 ni)\ 

/ 

\ * ) 


iiix n A' (2 ni ) ( \ 

V A'( 2 ///)j 

et multipliant par l’équation (i5), membre à membre, il 
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lu m’nA‘(an() n A* (/> — o.n)i 

d’après la valeur (i6) de wi; d’où il suit que ti sera égal 
à /, si 

nA*(ü — 2»)/ 

(‘8) ^ = ■ •• 


§ cxv. 

DÉDUCTION DE 

* ' JT I 

Avec relie valeur de /, ou peut changer à-la fois - en -7 et 

■ïen-5 non-seulemeul dans l’équation (i5)i mais aussi dans 

l’é([uation (17), qui peut être considérée comme étant une 
conséquence de la première. Par ce double changement, 
l’équation (17) devient, en multipliant de part et d’autre 

par V — t • 

\J \ — ■ y' I — x’ ^ .t‘ A“ ( /> — 2 /I ) I 


.t‘ A' ( P — 2 / 1)1 
A’ ( 2 /If) 


sJ I — 


X n A’(h/if).nA’(// — 2 /i)f 


x^ A' (p — 2/i) f 


A’ (2 ni) 


puis, multipliant par l’équation (i 5 ), membre à membre, 
on aura simplement 

• n f I — — 2") A 

jz — .r. z; V / 


(^9) y/' — J'’ — v'> — 
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• ar, d après la valeur (i6) de ni el la valeur (i8) de /, on a 

I 

ni II A'-‘ ( 2 «/ ) . II A’ []> — 2 « ) / / 

«j C’.XVl. 

I 

VÉHIFICATION DK LA SOLUTION. 

.\iiisi, le grouj)e eoiii[)lei des é<|ualiuiis (i 5 ), (17), (1,0)5 
avec les valeurs (it>) de ni, (18) de /, est une consé<jueiiee 
nécessaire, soit de l'étjuation |)Oséo(u»), soit de ré<juation 
d<’*duile (l 5 ). Or, si l'on pose 

A.rn ( I 

/ X'A’(2 //()\ 

les trois équations de ce groupe sont, plus siniplement , 

U 

I =v’ 

(21) • ] = 

I /i —.y- = — -c’ - 

menant dans les deux dernières la valeur de j, donnée par 
la première, multipliant ces deux équ.itious l’une par 
l'autre, élevant au carré, et chassant les dénominateurs, 
on aura 

(22) (/O'--U 0 (V'-U-) = (X'-a-)(i-a;=)(QQ')’. ' 



•'i 

4 


■I 
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C’est-à-dire ([ue les polynômes IJ, V, T= QQ', (ao), véri- 
fient l’équation (- 3 ) dn théorème primitif; et comme, pour 
X = O , on a ’ 



f/U _ • / _ l 

fit mk' ^ h 



il résulte du corollaire qui suit ce théorème qu’en prenant 
la constante M de l’équation (2) égale à 



la valeur (i 5 ) dej^, avec le module l (18), donne une solu- 
tion du problème de la transformation des transcendantes et 
des fonctions elliptiques. ' 

Cette solution, mémorable dans l’histoire des mathéma- . 
tiques , est d’une généralité plus grande encore qu’elle ne 
parait au premier abord : car les facteurs des constantes m 
et / sont des fonctions algébriques assignables du nombre 
A (j )■, qui , pour un même entier /t, a, comme nous le ver- 
rons, plusieurs valeurs égalemeiit admissibles. Si l’on 
adopte pour i, ainsi que nous l’avons supposé, la fraction 


-» CT étant le même nombre (lue dans les leçons précé- 

p ‘ 

dentes , il en résulte que le nouveau module / est moindre 
que l’ancien A', car la valeur (18) peut se mettre sous la 
forme 


i ' . 

le nombre des facteurs du produit H étant ^ — Î-; or A est 

nroindre que l’unité, tandis que les A (/> — an)/, tous 
réels, ne sauraient surpasser le module A. Pour d’autres 
valeurs du nombre A (/), le contraire a lieu, c’est-à-dire 
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f|ue le nouveau module peul surpasser l’ancien ; ce qui 
donne deux genres de transformation des traiiseendantes et 
des fonctions elliptiques, en quelque sorte op^Hjsés, et dont 
l’étude. comparative fera l’objet de la procliaiiie leçon. 

» 

^ CXVII. 

FORMUI.KS UIÎS NOUVELLES EUNUTION.S INVERSES. 

L’introduction du (’ompléinenl i — e) apparte- 

nant au grotqpe (A, lî, G) et qui est défini au § 78,. permet 
d’écrire le groupe des é(|uations (t5), ( 17 ) et ( 19 ) sous la 
forme suivante; 


lAI 


^ , A’ ( s) — AH-i ru) 

= A ( s ) II \ ' — L. , . 

A’(e) — coA’(2/j/) 

« 

1 

< B 
1 


. , , B‘ ( « ) — B’ ( « — a // ) /■ 


(c, 


' ' — coC'( 2 «/) 

1 


comme ou le vérifiera sans peine à l’aide de la première 
ligne du tableau ( a5) , § 78, des relations (fi ) et des valeurs 
de m et de l. 

La simplicité et la symétrie remarquables de ces for- 
mules (a3) résultent de la notation que nous avons em- 
ployée. F.lles nous serviront d’exeuse si l’on ne trouve pas 
<ju’en rejetant la fonction inverse intermédiaire .Us, § 96, 
appelée Vaniplituda de £, nous ayons simplifié l’exposi- 
tion de la découverte de .laeobi. 

Les applications <jui termineront leCours actuel rendaient 
indispensable l’emploi d’une notation nouvelle, fondée sur 
les définitions déduites de la considération des surfaces iso- 

- t 

ilu;rmes. D’ailleurs, si l’introduction de l’amplitude a réel- 
b'iucnt simplifié l’évaluation des transcendantes elliptiques. 
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elle a eerlainenienl eoinpliqué l’étude de leurs fbneliôns in- 
verses. Ces fonctions étant représentées par des sinus et des 
cosinus, un tel rapprochement, en quelque sorte hétéro- 
, gène, a pu retarder la découverte de leurs propriétés carac- 
téristiqtjes. El même, en ce qui concerne les transcen- 
dantes, on peut douter que les amplitudes soient préférables 
aux paramètres thermométriques, si l’on en juge par la 
vérification pénible, que Poisson a faite, des deux intégrales 
définies multiples immédiatement posées *aux 90 et tOi. 
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ONZIÈME LÊCON. 

Double solution du problème de lu iransformolion.- — Formules et carac- 
tères des deux transformations. — Théorème sur les transformations d'une 
fonction invçrsc et de sa conjuguée. — Nouvelle solution de la multipli- 
cation des transcendantes. • 


^ CXVllI. 


NOUVELLE NOTATION POUR LES o ET a'. 


' La solutiuii géiiérale du problème de la iransfornialion 
des iransccndanles et des fonctiaiis elliptiques, posée et 
vérifiée daus la dixième leçon, conduit à des conséquences 
importanles que nous allons développer dans celle-ci. Afin 
de faciliier les renvois, au lieu de commencer une nou- 
velle série de numéros d’ordre pour les formules et les ta- 
bleaux , nous prolongerons celle de la deriiiere séance. 

Obligés que nous sommes maintenant de considérer si- 
multanément les fonctions inverses de plusieurs systèmes, 
il y a nécessité de désigner autrement les nombres n et ra' 
(|ui changent d’un système à un autre. Prenant toujouLs 
une petite lettre pour le module, et la même lettre accen- 
tuée j)Our son complémentaire, nous représenterons pap les 
grandes lettres correspondantes les nombres o et xs' qui 
appartiennent à leur système. Ainsi, dans le système pri- 
mitif que transforme la dixième leçon , A et h' étant les deux 
modules eomfdénientaires, K et K’ remplaceront cr et a', et 
les valeurs de ces nombres dans le nouveau système, dont / 
et /' ,sont les modules, •seront L .et’I/-. ' 
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§ CXIX. 

‘müLTIPLICITÉ DES VALEURS DE A(/). 

I.es facteurs qui composent les constantes m (i6) et^(i8); 
ainsi que les coefücients et les dénominateurs qui entrent 
dans les produits Tl du groupe (i 5 ), (17), (19) delà traiis- 
, formation, sont tous de la forme A’ (^i), <7 étant un nombre 
entier. Or, eu se servant de la formule d’Euler ( 5 ) et des 
relations (6), il sera toujours possible d’exprimer algébri- 
quement tous les A (^/), à l’aide de A (f) seulement; si donc 
ce dernier nombre admet plusieurs valeurs différentes, à 
chacune d’elles correspondra une transformation spéciale 
et distincte. Cette multiplicité existe etlcctivcnient.- Le pa- 
ramètre i est déterminé par réquation 

(24) A _ t ■ . 

et quand cette équation est satisfaite, la propriété dont jouit 
l’équation (12), de ne pas changer ijiiaiid e augmente de 4 
et d’où découle toute la vérification, est essentiellement 
conservée. Il s'agit de résoudre l’équation (24) par rapport _ 
à la quantité t. 

La fonction inverse A est égale à Ar, non-seulement quand 
£ est égal à or ovi K , mais aussi quand on ajoute à K des 
multiples des deux périodes, réelle et imaginaire, 4cr oU'^ 
4K, 2tj' V — I ou 2RV — I [tableau (6), § 61 ]; on aura», 
donc . 

a[(4i 4- <)K-i- îJK'v^- 7 ] = a(/«}= _ 

I et J étant des nombres entiers quelconques, positifs ou 
négatifs; d’où_ ’ ' 

, . (4l4-i)K-|-2JK'v'~ • ; 

(25 ) f = — i— 


Mais au nombre Infini^ des valeurs” de t, données par^ cette 
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liquation (a 5 ), ne correspondent qu\in nombre limité de 
valeurs de A (/), par suite de la double périodicité de la 
fonction inverse, et ce nombre ne 'Saurait surpasser p'. 


§ cxx. 

TRANSFORMATION PAR / RfiEL. , 

K. 

Si r.on fait I=r o, J = o, on a i = — , valeur réelle. Gon- 

' P • 

servant les lettres m et /, pour désigner le coefficient et .le 
nouveau module , dans les formules (i 5 ), (17) et (19)5 -s’ap- 
pliquant à tous les A ({) possibles, nous désignerons par ju. 

et h les valeurs que prennent m et l quand i’= —•> et les 

formules delà transformation qui correspond à cette valeur 
réelle particulière seront les suivantes ; 


(26) I 




) P* ^ l 

A’(2/7/)J 

-lüi^nr.- 

A>(«) 

4 - A L 

A’(p — 2/1)/ 

.C(0nr. 

(e) A’ (/; — 2«)i 

4* 1 

— 


- • ni— {p-ï>i )i 1 _ 

p’ / * . J’ 


L -t’ J 

K(p — ■iii)i\' 

) V 


A* f w — 7.n)f 

u = n—)^ — h=:APn 

A’ 2 /II) 


' K 

où / est spécialement - » $ le dénominateur commun, et 

où les A sans désignation de module appartiennent au pri- 
Kiitif h. 
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.§ CXXI. 

TRANSFÜRMATiQN PÀK i IMAGINAIRE; 

Parmi les autres valeurs de /, il en est une qui, bien qu’ima- 
ginaire, conduit aux formules, pareillement réelles, d’une 
seconde transformation , dont les raj>port8 avec . la pre- 
mière sont l’objet principal de l’étude actuelle. Le nombre 
;> = 4y± • donnaiil 4 (±7 ) + i = ±Pj *'u prend dans (aS) 

I = ±;, 2 J=i — p; d’où / = ± K — K' — i -t_ ^ — i, 

U- ' / 

ou bien, en posant — = t : 


(27) 


« = ±K -t- (r— K')s/—1. 


Telle est la valeur de i qu’il .s’agit de substituer dans les 
formules générales. 

Par cette valeur, ou aura 

(A’, B', ou C’)(2«() = (A% B’, ou C'){2«t' — Q.nk')^ — 1, 

puisque (A, B, ou C) (ert 2 /iK) ne peuvent diflérer de 
(A, B, ouC) (e) que par le signe. Si l’on rapproche les 
tableaux (5), § 60, et (i 3), § 53 , on établit facilement les 
relations 


(î8) 


b(.,'37)= « 


B'W 




en les appliquant au cas actuel, et supprimant ( — un K') 
dans les carrés (A”, B'*, ou C’) ( 2 / 11 ' — anR'). il vient 
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définitivement, ({uand i a la valeur (27) : 


(’- 9 ) 


— 2»)l: 


k' — 2/l)i'_ 

C'( 2 «/) C'{%ni') B'’(2/2i') 


la dernière forme résulte de l’équation (7) appliquée aux 
fonctions conjuguées.- 

Désignons par X et g les valeurs de la constante m (16) et 
du module / (18) dans le’cas actuel’, les relations (29) don- 
neront d’abord 

nfi'(p-an), _ 1 Y '' V-c 

~ kP-^ kP-' \C(2ni'j) 


et ensuite 


\^{p— 2n)/ .. , 

H ^ i) * 


n — 2/1)/' 

K'' [2 m' i 


- * ^ étant lé nombre des -facteurs du produit H. Or il 


P — ' 


faut supprimer ici le facteur .( — 1) ^ . En effet, la démons- 
tration commencée au‘§ 109 suppose /• réel , alors le pre- 

mier membre de l'équation posée (10) est bien i — j\ il 

doit être 1 quand < est imaginaire; car, en vue de tous 

• K‘s cas, il n’est pas necessaire d'assigner d’avance.le signe , 

...de ■?* au premier membre de l’équatidn (lo), pouf que l’on 

puissedéduire la forme de réqualion, (i5).5et lorsque ensuite 
on veut déterminer m, constante qui doit être essentjelle-" 
ment .positive, d’après le rôlequ’elle doit jouer dans l’équa.-' • 
tion. ( 2’) , si P —.4 /'■ — 1 1, ou fait x = au second membre ' 
de (i 5 ), Jeqiud dévient '^lositif quand i est^ réel, négatif 
quand i est imaginaire/; ce qm apprend (ju’à ,r =; — k doit 






‘/'iD'qitized by Google 



n 


l 58 LEÇOBS - ' 

correspondre y — I dans le premier cas, el y — l dan» 
le second. 

D’après cela, si l’on qcbève de substituer les valeurs (29) 
dans les.équations (i 5 ), (17) et ^19), les formules de la se- 
conde transformation seront 

(3ü) I ' 

... ® = "(^'+/(‘>iT!|î:rf)J’- ■ 

, - A'’(p — 2»)/ '1 ■ / /• \< 

A • .» 

K' .• ‘ , . . 

/' étant — » et 0 le dénominateur commun. On remarquera 

qu’ici les produits O ne peuvent s'annuler pour aucune 
valeur réelle de A (e), pas même ceux qui sont.aux nuniérjt- 

leurs des ^ ^)’ ‘^™pcis 

entre k Cl l’unité, el A entré zéro et . V 

■■ ’ /■§ CXXII.' ; ' 

. - ' ;■ . • . NOTATION DES r„ Vp, V.. ' • . ^ ' 

' . Pour simplifier l’énoucé de^ propriétés réciproques des 
deux tr'ansfoi-mations (26)^ et (’Bo), noils désignerons là 
prçniière par le symbole [/’j, la seconde par celui-ci [ p], et 
x = A (e; A) étant la' fonction inverse primitive, nous re- 






• • A 
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présenterons ])ai-jv l'i J' fonctions nouvelles que l’on 

obtient par les deux transformations [r]et [p]. Par exemple, 
avec cette notation , on peut dire que les valeurs 




yj__ * ^ n * ( 2 m ) 

b ~ Il k .r’ A’ (5 "il 
' ■ 


( 3 i) 


. , ( b.(p — 2 h) A* 

‘.“ = "—171 // = /rn S 

A’( 2 /n) , \ / / 

a:’B'’( 2 n/') 




1 * 4 “ 


/’A'’(? ni') 


où X 


s \ k K"‘ ( 2 ni' 

i-i i 

B'“(2m") . 

,, A'’ (p — 2/j)i' > „ / \* 

A." (y. ni') ’ ^ — \c'{2«/')7’_ 


- ^ 

sont des solutions de l’équation (2)4 car elles donnent iden- 
tiquement ' 

r-' ■ ■ 


(32) r 

Jo — 


, fP , • ■ 

'X Vg’^— rôV' -rv',.- ■ 


§ cxxiir. ■ ; : . • 

CHANGEMENT DE s EN e DANS [r], . ‘ , 

Les équations des tableaux (26) et ( 3 o), ayant lieu 
quelque soit e, peuvent être traitées comme des identités, 
qui existent toujours , lors même que l’.on donne à 1.» va-*,' 
riable une valeur imaginaire. Voyons donc ce ijuc devien- ' 
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lient ces équations lorsqu’on y change e en 6 ^ — i. Par ce 
changement, les formules (28) et les relations connues 
entre (A» B, C), entre (A', B', C') transforment successi- 
vement la première ( 26) de la manière suivante ; 




■ 


B"(s)A>{2n/J 

A'’(«)A‘(2rtO’ 

B'MO 


— c); 4 i^î 

l‘'"FiTTn7)c^)’ 

A'»(QB^(2m) 


1 + 


ou 


X " A’ ( 2 ni ) 


A'’(s)C’(*"') 


et lès deux autres' équations (26) deviennent, parunc suite 
d’opérations semblables , • 


h' 


k' 




n- 


A'’(s)A^( 2 m) 
B^ ( 2 /»' ) 


B'(!)" A'>{s)C'( 2 m] 

‘ X'’ 


h T* — ^ \ " A /1 / . \ 

. X' 

V V- 


A”±)_ 

2 ni ) 


B '(0 


A" ( t ) C\{ 2 ni ) 
X'’ 


'De ces trois équations, celle en B' seul permet 

- d’isolci- et C/ dans 1 rs deux autres , el 


. ■ V • * 


i ' 'C ! -■* 

vA’ ■ 

n. . • * . 


. f» “ 
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l’on obtient définiiivenicnt le tableau 


i6i 


( 33 ) 


^ A' 

(1: 

I* 

A'(£) ’ 

-A- n 

I “4~ ■ — — — • 1 > 

h' 

\v- ) 


k' 

A'^A’(æ/j/) J - • 


fij A') 

1 

n'fe) 1 

■ A'’(E)C>(2/n) 1 

h' 


“ i"' 


V 'A'’ • ]’■ ’ ' 

ü 

' (-Va' 

) = i 




Af . 



l C-( 2 ni)| 


où 4>î est le dénominateur commun , et /(' la valeur que l’on ■ 

obtient en changeant à la fols , dans la première ét{uation , 

^ ■ A' /i; , ' >• • ’ - ' V:-,/' , - '■ ' ' ■- 

"• — -- — - en — - — seule vateur'qni- ' ' ■ 

A'fliA'V- 

. \^î- ;l V , ■ .v: - 

i ’ . . • V** ^ '' ■ ■ » ,•' ‘ ♦ , • • 

puisse vérifier que la troisième équation est. une consé-- J ■■; * , 

quence des deux premières ; A' est d’ailleurs le module . ' ’ 

plémeiitaire de A, comme A'.est celüi dé A. ; ■ '• 


A'(*) 

— "V V(7)’ -h' 


; ; § cxxiv: ^ 

• ■»* 

.CHANGEMENT DE j EN s DANS [p]. 


Par le même changement de s en e — i , les formules (a8) 
et les relationsconnues entré (A, lî, C), '‘entre’ ( A', B', C), - - 


• r 
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iransforinciu ainsi ]a première équation (.^o) 


'• ^ V"' - -S ' , A-»(QB?(a«,') 

■■■ ■ ■ ■ I , 

, — Vf.) : "■ ' , ■ .■• 


/> '4t les deux autres équations ( 3o)'devienneut , par les mêmes 

> , /opérations,. : - ;• • • ' ;• '■ 

^ ■ >/’ ■ . . ' r 

, • .■ ■, ' . ■'/ ; _ A"fs) ‘ 

' g' . ' •: 

" èü5 ' . 

A»'" / -, 'ï<-, 

• V.:. k'^{t)k'Hp'^Q.n)i' .. 

■ AV -A ^ 

-.A-;- ” V''- /. — a«)«f . , 

Vé A ■ 

■ De ces^ trois nouvelles équations , celle eti H' V j 
- ^ ' ^)«rmei d’isolef et dans les .detix au- 


V <■ ■ ^ 
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1res, Cl l’on a le tableau -• '.'■'v 

( 34 ) , 

.. .. 

— T—} ' ; • 


où ©' est le dénominateur commun ,'étg^ la valtnir que l’on 

• ■* k.' ( ' ) 

obtientVn changeant à la fois dans la première équation -—~ ' 

'N 


en 


A '(0 . 


1 et 




en ^ seule valeur qui puisse 

vérifier que la troisième équaition est une consi'queiiCe des 
deux premières; gf e.st d’ailleurs le module complcmcnUiiré 
de g, comme est celui de /. •' - . . 


- \ ; § eXXV. • 

« , • ' • * *• 

- THÉORÈME DES (y,, y^)' ET ( v^, . V, 

Du rapproclieiqent des quatre tableaux (26), ( 3 .^) 

et (34); il résulte qu’en désignant par x' la fonction coii- 
juguée A^(e), et par y' celle qu’on en déduit par transHir- 
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iiialioii, lus deux valeurs 


r. 


. .>■« I y- ■ 


1+ 


/■'’ A’(a ni) 


I +.K 


B' (an/) 


(35) ■/- ;• 


, A-^(an/)' \C(2n/)/’ 


> I a. 


A'» (an/') 


.r'’A'’(a /»/') 


:• •..i«“ ="^nl^V«-=«" (*-»')•. ; 

* t • *. . ■ . ' ' • 

doimcvont identiquement . 

^ '■ ;. ■"•■ ' : • =£L= ■' 

(36) r' I : 

- * I O .■*’■’ ^ /^y * dyr 

"•• : • '■ '■ ■ -[■ \/y’-yy vî-yr’ 


^ Les deux groupes [(3i), (3a)] et [(35) (36)] éta- 
blissent le tliéorème suivant; " 

Théorème. — Si l’on applique la transformation [r] à 
la fonction inverse A [e] et la transformation' [jo] à sa con- 
(uiguée A’(e) les deux fonctions nouvelles seront conjuguées 
rune de l’autre , et le coefficient m on p sera le même. Et, 
récipro/jüemenl, si l'oii applique la transformation [p] à 
A(e), et la transfotmation [/•] à A'{«), les deux fonctions 
nouvelles seront <uicore conjuguées Tune de l’autre, et le 
cocfficienl /// ou sera le même. • 
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' . niSTrNCTlON ENTRE f/-] ET (p], 

Daii.s Ja iransfonualkin [/■], lableaii (26), si la variable ^ 
p.trcou'ri riiiiervaHc de — K A -V K , x=.\(e) ina'rclic 
-1-A, cl no s’annule, qu’une fois, iniidis que 

^ passe fois par zéro. Ou, aulrciueiil, <{uaiid la 

variable.e de A (e; A) parcourt l’inlorvallc 2K , la variable 

- de A 1 — ; j parcourt' uéccssaircuicul riiilervallc 2/; 11 : 

1 2K ■ . 

<lotic ,-ou . • 

f* - ' I . 

(37) . K = p/jH. 

Daii.s la iransloriualioii [p], tableau (do), .d la vàriaby^ 

E parcourt l’intervalle de — K à + K, a- = A (e) inârclie 
— A à + A , cl *110 s’annule qu’uue fois, tandis que 

A »■ passant aussi tju’utic fois par /Æro, marche 

— S a +gf.’Ou, aüireinent, 'quand da variable e de 

À,(e; A) parcourt Idniei valle 2 K, la variable^ de A ■. 

parcourt . nécessairOnieuT. I’inlervalle aG; où‘ a donc 


2K 


= 2 G, ou . 


( 38 ), ■ 


K = AG. 


§ cxxvii. ■ ' 

. RELATIONS DES RAPPORTS —■ : 

- . ■ . • . • . • a' . ■ . 

• Telle est la dillcnTicc caractéristique des deux transfor- 
mations |r| et [pj. Si l’on aj^liquc les deux formules (3^) 


1 6’6 • ■ ' • ' I.EÇONS ■ ‘ ■ 

et (38) aux deux Iransforinées, (3i) et y (35), ou a • 

, K =/*/> Il 1 i. . H ^ . 

K'=un'!’ .■ • • 

Si Ton applique les deux Ibitnules (38) et (3j) aux' deux 
transformées (3 1 ) el_>', (35) , oii a ' • . . 

- ( K “ ^ G i -, G K. 


§ cxxvm. • - 

KETOUR A k PAR [f] APRÈS [/•]. " ' , 

tl résulte de la comparaison de ees deux groupes ( 89 ) et 
^ 40 ), qu<! si l’on change K en H , G se changera en K, ou 
bien que si l’on change k eu It , g se changera en k, c’est- 
à-dire (jue si , après avoir passé du module k au module h 
.par la transformation [/■], ou de x à y^, ou appliquera y,, 
la transformation [p], pour o{)tenir une nouvelle fonction z-, 
on repassera du module h au module k. . . 

Voyons quelle sera la valeur du coefficient iii ou dans 
'cette dernière transformation [p\- Il faut, pour obtenir 
cette valeur, que nous désignerons par A , changer, dans 
K 

/. = — [valeur déduite du groupe (4®)] K en H, et G en K ; 

H * U ' I 

<roù A = — • Mais, d’après le groupe (3o), on a- — = — , 
, K V ■ , . ^ P 

donc 


( 4 '.' 


A = • 
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' § CXXIX. ^ / /;-v 

NOUVELLK SOLUTION DE LA SIULTIPLIOATION. ’ 

Ainsi la iransiormatioii [rj, appliquée à a', 'ayant résoluv 
l’équation . , 


i — ,1 / ' 4 - ’■ 

Jo a:' v/r-^.r* ^ V/e' — — j 

la transformalion | pj, aqipliquée à y, résout celle-ci : 

' rfr _ I P ' . ,h " •- ■- 

X ".“/'J, ■; 

d’où l’on conclut, par l’éliiuinatioh de l’intégrale tralisreii- 
dante en y , ; ' . 


(4^) 


Jo Z' (/l — \'o VX’ — 


c’est-à-dire que lit nouvelle fonction inverse 2 , d’aliord 
exprimée en j,. par des suhsiilutions correspondantes dans 
la formule yp (3i) [.savoir ; par les changements respcctils 

rpy (A', B', ou C') de ( < 7 /" ; -^.X' ) , . . 

en .2,.*X, y,, h,.^A', B', ou (T)’ de, ' 

faits dans celte, formule J i qmis exprimée en x,’ en substi- 
tuant à fr valeur (3i), résoudra l’é({Uaiian (4a) j ou le- 
problème de la multiplication des transcéiidaiitcs . ellip- . 
tiques. . , ^ ■ 

•Celle nouvelle solution, obtenue par une dùiible traus- 
forinalion, c’est-à-dire: par le passage du module A au 
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module A,' et le retour du module A au module A, se dis- 
tingue essenliellement de la solution - trouvée par Abel,' 

§ 65, sans changer de module, ou en restant dans le même 
système de fonctions inverses, 

1,’identité nécessaire des deux valeurs de z ou A-(pe) , en 
ou A (ê), obtenue des deux manières, pourra conduire à 
des conséquences importantes sur la liaison qui existe entre 
les fonctions inverses de systèmes différentss Et ces "eon- 


séquences seront exclusivement dues à la découverte de 

■JaonKî y* • • _ 
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DOUZIÈME LEÇON. . 

Transformation des transcendantes elliptiques étendues aux neuf fonctions 
(Ap r- Transformations descendante et ascendante. — Généralw 

sations. — Échelle descendante.*^ Échelle ascendante. — Solution céiié-* 
raie du problème des échelles. 


§ exxx. 

TRANSFORMATIONS PAR LES (A, B, Ç). • 

Les solutions trouvées du problème de la .transformation 
des transcendantes* elliptiques s’appliquent non-seulement 
h la fonction inverse A, mais à tous les (A,, B;, Q) appar- 
tenant au même système ou au même module k. Il importe 
de constater cette généralisation , qui donne une nouvelle 
preuve de la simultanéité des neuf fonctions. 

D’abord, les formules ( 26 ), § 120, de la transformation 
[rj, peuvent se niettre sous la forme . 


(■) 




c ( - ; a) = «C(s) ri 

'fi /•- 


A’ ( 2 ni ) 


en chassant les dénominateurs A, k, fjt., substituant leurs 
- valeurs, ramenant à l’unitéV dans les facteurs des pio- 
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duits n, les coefficients de A’ (e) que l’on remplace ensuite 
par k* — B*(e) dans la seconde formule, par i — C’(e) 
dans la troisième. 

Ainsi ecfites, ces formules reproduisent par elles-mêmes 
les valeurs de p, b, h! : p s’obtient en faisant, dans la troi- 
sième, e = O , d’où'C {e)'=; I , et C = I ; p étant 

c onnu, on retrouve h en faisant, dans la seconde, e = o, 
d’où B(e) —k, et ® enfin on obtient h' en 

faisant, encore dans la troisième, e li., d’où C (e) = A', 
C •, — h'. Ce qui donne 

A’ (/» — 2 n ) ( ■ • 


h 


A’(a ni) 


, I > ■' . , / ^(P — 2 n) ( \ ' 

// = /r n f ^ J 




k’e 


n c* (2/ji) 


Pareillement, les formules (3o), § 121, de la transforma- 
tion |p], peuvent se mettre sous la forme 


(^) 




ù’W 


> A (e) n 


P A'» (2m') 
VHlni') 


WHini' 


' A'’ (2 m') 

A'’ (2 m') 


’c(^;g') =>c(!)n 


Ù{t) — M' {7. ni') 


k'‘ 


77T -CM«) 


A’’ {7 ni 

, f . • S- * 

à l’aide des même^ opérations qui ont donné le tableau (i). 
Ces formules reproduisent aussi par elles-mêmes les. vateurs 
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si:k les fonctioms inverses, ètc. 
(le g , lesclucllfs sont, ' ' i 


■ - . .... .V’f2«/') ’ , „ . • 

' ^ = nc4^'r' 


4 « 


■ : ' - § CXXXI. ;•■ ;. 

• «. ' 

TRANSFORMATIONS DESCENDANTE ET ASCENDANTE., 

■ * . ■' 1“*'' 

Aûx valeurs (i Aw), le module primitif k étant moindre 
que’ l’unité et A(/> — un)! moindre que A, le nouveau 
module h est plus petit que A, et puisque l'on doit avoir 
A'-t- /i'*= I — A*-t- A'*,’ h' est.au contraire plus grand que' 
A^ Aux valeurs (a A/s), A' étant' moindre que riinité, et 
M moindre que A', ^ est plus petit A', et puis- 

qu'e l’on doit avoir g^*= i = A*-)- A'^*, le nouveau 

module ^ est au contraire plus grand que A. , ’. 

Ainsi, des deux transformations [/•] et f p] , appliquées 
aux foiieliuns inverses (A ,.B, C), la première diminue Je 
module, la seconde l’augmente:? En outre, par la transfor- 
mation [/■] , le rapport —, diminue, pu en valeur, . 


puisque de il devient S 12J ; et, au con- 

traire, parla transformation [pj, le rapport — . augmente, 

^ •ts 

K- ' 'G N. 

on, monte en valeur^ puisque de — il devient 

S 127. Nous exprimerons cette différence caractéristique, 
► en'disanl que la première transformation est /!esrenflantc^- 
e\-\% ascendante. ‘ 
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... '■■ • ’ -■' S CXXXIL' •■; 

. transformations de £ PAR LES Û, B, C). ' • 

Si Ton désigne pAr =1.,. , nb,, , les foiu tions inverses de ' 
. '-au module dépendant A du tableau (i), par .tj, i)b„, 

ies fonctions inverses de au module ascendant g du ta^ 

P®** les fonctions de e au module'pri- 

mitifÂ , les formules des d^x tableaux' (i) cl ( 2 ) résolvent ' 
respectivement les équations suivantes : . • - • • 

•; -• t—'i, r 

■ dA i_/Jo J V*’ — 

r Jo 


f/A 

Jo \ 


(3) i-= f‘ 

Jb 


rfub. 


1 ■ . 

Lcr 

[ ./ift 


■' ‘ l=v ' 

--Ç' 

; />i ' ,/r^ 

■ y'-'. '■/ ' _ — 

que l’on déduit facilement des diHerentielles ,(6) , S 37 
Ainsi, pour transformer la transcendanVe è, on .mut 
.pplwu» 1 .ne ou de. .r.„.fo™..io,ï, d„cend»,I‘ 

. a,oend,nl,. , ..ndijlérommuiu à Inuo de. liiis 
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inverse»,(A, Bj C); les coefficients fi ou X, les nouveaux 
inoJulcs h ou g’, 'sont les mêmes dans les trois cas. 

■§ CXXXIII. . 

* * ■ V '■ * ’ ) . 

THANSFdRMATIO.NS PAR LES, (À', B', r.'). ' ' 

Les transformations [p] et [rj appliquées aux fonctions . 

inverses (A', B', C) du système conjugué, donnent les ta- ' ' ^ 
bleaux (33) et (34), §§ 123'et 12i, que l’oü inet sous' la . 
forme 


A' 


'B' 


« • 

C' 

V J 

( 4 ) ^ ■ 

A' 


B' 


C' 


(Ml répétant le.s mêmes ojiéralions que jiour les tableaux (i) 
et (>). ün peut alor.s vérifier, par, leur reproduiiioii di- 



A'’(.) + 


A’ ( 2 ni ) 


/ï' *A * > b’(2«i). , . .. ■■■'- 

A') =ipA' ; ■ : ^ .. - A '• 

Vf* •/ ■ . ‘ ‘ 


,, 

/c ■ ,, f B'ds) 4- B' [c — 2/i)i 

Vf*’ / 'V . 

• ' ■ ^ ' A ’ (2 /II) . ■ • . 


(Ji: //) :±= pC'(i) n 


C'*(e) — A’( 2 /?i) 


/d 


A’ ( 2 ni ) 


C'*(i) . 


G’ 


Â*^(zni') — A'*(ï) 

— — -r ^ 5 


■ A'’(2J»(') 


0-') 


X-. 


:>B'(«)n 


B'= (t) 2n)i' 


B'=(i)-f-.A'’ 


C'M2^ 


A'’(2«i') 






A'’( 2 ni' ) 

B^T^'") 





1J4 LEÇOWS ■' 

mte, que les coofficienis U et À, les modules (A, A'), (g-, ’ , 

ont ifi les mômes valeurs (i Aiî) et ( Il Am). -y. \ 


§ CXXXIV. • ■' •. 

TRANSFORMATIONS EN (A,, B,, C,). 

Il s’agit d’obtenir les formules (4) en (A,, B,, C,). A 
eel ell’et on se servira du groupe de relations 


A'=^. 
• 'A, 

A| 


>■ 

11 

0| 

B. = 4 ', 


,A=— = 

a;4-c) = 

1. B)-fc; = 

• ’ ' <■ * 

_ 2 /I \ 

A ■ ■ ~ 

' A 



A, (2«/ ) . , *. . 

' ' ••• ' \n , > •/ ' B,l 

■ C,{p~2fl)l ==— TT-, >- . ■ . 

• • • A|(2/»/') _ V. . . 

> • 

/empruntées aux tableaux {i3) et (i4) , § oA, tirées du ta- 
bleau (a), §80, enfin déduites des équations (6) , § 48. 

On substituera’ ces diverses valeurs dans les formules de la 
première case (4) ; exprimant d’abord tous les produits II 
Ôu_.Bî(e); remarquant que l’une des trois équations (jui 

contient A| seul, permet dSsoler B, ; /ij et 

G, //^ aux deux autres; remplaçant enfin par 

A’ Al dans la première, par A'*~ C’ (e) dan.s la troi- 


-'i - ■' - 

> 
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sième , on oblicut définitivement le groupe 

A. (i ; , ) = P A, (0 n '!l>, 

Ap’V A\^(.nn ’ 


. =pB,(î)n 

(6) ' \f^ / 


B;(0 + B',’{ 2 n,) 


C, ( - ; A ) = P c, {«) n — TTrfTj — — ~ 


B'.’ {*"'■) 




où le coefficient p et les modules /t et A' actuellement trans- 
formés en ( C',, A', ), ont les valeurs ' «, •’ 

• •„_„•■ <-V : •' ■ - ’ ■ . . s .. 

. ;•'• ;Va;- 

(6A«) ' ■ = ' -..r;-; V " 


n AV (3 ni ) 


k'r-' 


qui se reproduisent d’ailleurs directement quand on lait 
successivement, dans la première (6) e = K', A, (e)= t, . 

A, /i^ = i ; dans la première encore e ;=r o , A, (e) = A ,• ' 

A, = h ; enfin dans la troisième t == p , C, (e) ==A', V ' 

; A\.' 


_ s 

Les -mêmes substitutions et' des opérations semblables . ' ■ ■- 
faites dans les formules de la seconde case (4) conduisent ' 
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au nouveau groupe 


LEÇONS 


( 


.W ' . BKam') 

■ c; (2fii') 


/l \ , > ' C 

1 A| * p« 


(7O ’ I B> ^5^; (•) ^ ~ 


) 

B| (2 m’') 

B:(am')-B;(.) 


b;(«). 




\i’ V ->c.(£)n , 


B|(am') 

- 2 

C!(0 


BKam-) 


où le coefficient X, et les modules g et g', actuellement 
transformés en (C, , A,), ont les valeurs 


X = n 


C; (2 ni' 


( 7 *'•') 


g~ 


g = 


C\(p-2n)f^ 
I1AJ(2/7^') - 

« AP-^ ’’ 

n CJ (a ni') ^ 


qui se reproduisent d’ailleurs directement, de la même 


manière. 


! . . § cxxx.v. ■ ■ 

■ TRANSFORMATIONS DE t. PAR LES (A,, B,, C,). 

Si l’on désigne 2>ar ,» Fo'^ , les fonctions inverses 

lie - au module descendant h du tableau (6), par Xa, , 


itbK, , Fa,, les fonctions de ^ au module ascendant g^.du 

tableau (7), par A, , B, , C, , les fonctions de e au moilule 
primitif A, les formules des deux tableaux (6) et (7) ré-, 
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solvent respectivement les équations suivantes ; ' • ‘ . 

.. l =(i ' 

■ -r'' - ^ 

'“■Jt.'' — A’ I . '■ • -, • 

.■* -'/^W ■— :^ ,■ 

- ! *4 v^A.; — -’v't — 

' ■ ■ ' ■'■ • "•■ ■ ■ M- j- p’’°- ' 

/"B, </B,~ V ' 


• ■ • :-.'t : • . ( - ; r _— __ii_- •' • 

■• ■ ' rfc/ V.- v'rZTfV 

■■ ''■Je, '^Vg, . y' ' 

.. . ; ’ V'g'’^'rà. < ' 

'■ que l’on déduit facilement des différentielles (6) ,§ 37. 

Ainsi pour transformer la transcendante e,'oiH peut 
encore appliquer runc ou l’autre des transformations des,- ’ ' 
•rendante et ascendante, à'I’une quelconque des trois fonc- 
tions inverses (A, , B, , C,) ;.les coefficieuts pou lès.nou- ' .. • ' 

veaux modules h ou g^, qui sont les mêmes dans les trois “ . • 
cas, ont aussi les mêmes valeurs qu’aux tableaux (i) et (a),, 
mais ils sont exprimés en (C, , A',), en (C, , A,), au lieu ' ‘ . 

de l’être en (A, C), en (A', C^, - . ' ■ . ’ ' 

’§ CXXXVl..' 

' TRANSFORMATIONS EN (A,, B„ G,). 

Enfin, on peut obtenir les formules (i) et" (2),^en*^ 

‘{A,, B,, Cl). A cet effet, pu se servira du groupe de reUr 
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J 


‘7« 



• ^ .*• 


tioiis 

■ 

• ' 




‘ 

II 

C ^ X ' 

A, Z' , 

B, ’ . 

(9) 

, C 

A, = A -, 

• B,= -, 

y 

A . 
B’ . 


a; - b? = A\ 

A’ — C^cxz 1 , 

b;-c’ 

= X'»: . 




C, {ïni\ 
k' 


empruntées aux tableaux (i 3) et (i5), § tirées du- la- ' 
bleau (a), § SO, enün déduites des équations (lo), § 49. 

■ On substituera ei's diverses valeurs dans les formules (i.) ; 

I exprimant d’abord tous’Ies produits 17 eu C| (€)j rcmar- ^ 

<[uanl que l’une des trois équations, qui contient B, [ ' 

seul, permet d’isoler Cj ^- 5 /j j et A, aux deux ■ 

-autres; remplaçant enfin C’ (s) par B^(e)— - A'* dans la |>re- ' . 

micre, par' A| (e) — 1 dans la troisième, et. changeant _ 

. l’ordre (les évfuations , on obtient définitivement le groupe 

. ' - A’ tel .-' i.' 

.1 ^ 2«)( — A’(«) _ ■ 

’-jB. - 

■ . I .. 2«)( — b;(0, ^ 

c. j _ pc,( 0 n , 

où le coefficient p, les modules fi et A', actuelletncnl Iràns- 


'■ 'y 
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formés eu ( A,, Bj)’ ont les valeurs' 


‘79 




( lo bis) 


<■ .h ~ 


k\ ( 2 /l() 


nAî( 2 «ij 

A' = -J-n5ii^; 

k'p-- a;( 2 /») 


on reproduit : p, en fai.sani, dans la première (to), £ = o, 
-Aj (e) = I , 'A, ( — ; A I = 1 -, et h', en faisant dans la seconde . 

E = O , B, (e) ^ r, B, //);== h'. : . • ' : . 

' I:es mêmes' substiUiMoiis et des opérations èeniblables ' 
;faites dans les formules (a) conduisent au nouveau groupe . 

/ A I ' • - VA ;,n â;(0h-C,-(2/h-') . ■ 

• . • * ’ ^ ’ P' 1 


> 




A J ; • 

' l ^ /ê ' \ ^ ^ t ' ' B'.* (2"'') . 




.où le coefficient X, les modules g et g', actuellement 
transformés en (A',, B',), ont les valeurs' . 


(‘«i ' 


Y _ T, A',? (/» — 2 «T»' . 

. 'iU-n ■’ 

•» /tr-J A'* 

.8' = 


kPr' " Â',‘’( 2 m')’ 
• 


nA'/(am',) 




Onreproduit directement P et de la même manière, '• 
bes fonctions (Aj, B„ C,) étant infinies pour la valeur 


>•■ .•= 


t. - 
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K de s, les laWeanx (lo) ett^i i) ne peiivt'nt pas repro- ■- 
diiire direelcmenl les modules // cl g\ niais ce seront, -ai»' 
contraire,. ces modules qui sc reproduiront, dans les ta -f 
blcaux qu’on obtiendra, en exprimant par les ( A',,. C',) ■ 

les formules (4)î * ^cur tour, A'' et g' échappèroiit à ce 
genre de vérification. 

§ CXXXVII. ' ' 

' ''■ TRANSFORMATIONS DE e PAR LES (A„ B,, C,)'. 

. , Si l’on désigne par ilî>o\, O,, les fonctions, inverses 
- de - au module descendant h du tableau (lo) , par ’ 

* ’.f .** X * 

r«,, les fonctions de ^ an module aseendant^g^ du 

tableau i), par Aj, Bj, C,, les fonctions de £ aii module 
.primitif A, les formules des deux tableaux (lo) et (ii)' ré- 
solvent rcspcctivennenl les équations suivantes : > ’ ' • 


Ma, ' ■ 

J, 


. Ja' v^a«v,-A'’ A’ 


' ' ■ ■ r"' r/B, 1 . 

, , [v X' . . . 

I ' _ rX •. 

^ ! i/ri +■ I v^rü' -t- A'“ 

" X ‘ . 

* V** 't-* 

que l’on déduit aisément des dilférentielles (6), § 27,-' . 
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Donc'tmfin, f>our transformer la tfanseendàntc e, ou* 
peut appliquer l’uiie ou, l’antre des deux Iraiisformations 
descendante et ascendante, à Tune quelconque des neuf 
fonctions inverses (A,, B,, les coefficients ou X, les 
modules h ou g auront’ les mêmes valeurs clans tous les cas, 
quoique étant exprimés d’une manière ditréreiite d’un 
groupe àTautre. • - < 

§ C^LXXYIII. 

OÉNÉRALISATION DES TRANSFORMATIONS. ' - 

A chaque valeur du nombre entier impair p cOrrespon- 
dent, pour la transrendante £, deux transformations dites du 
degré p, et qui sontjl’unc descendante, l’autre ascendante. 
Pour opérer ces transformations, on peut exprimer la trans- 
cendante, à l’aide de l’une ([uclconque des neuf fonctions 
inversés ( Ai , B, , C,) , par la première intégrale de l’une des 
neuf équations (3), (8), (ta), et la fonction inverse trans- 
formée sera donnée par runc des neuf formules (i), ^6), (lo) 
au module^ descendant /), ou par l’une des neuf formules 
(a), \y), (il) aii module ascendant g. Le problème de la 
multiplication de la transcendante se résoudia eu appli- 
quant successivement deux transforinations du môme degré,- ’ 
la première descendante, la seconde ascëndaiitc! , à la même 
fonction inverse, quelle qile soit d’ailleurs cette fonction. 

. ' - . . § cxxxix; ■ . - 

<■*'.** * ** -* , ’ ■ 
ÉCHELLE DESdENDANTE. ' ■ ' 

, Soit ,r= l'’(e;7r) la fonction inverse que l’on adopte; une 

’premièretraiisformatioh descendautedonnera j’==F^-; . 

qui , par une seconde tranformarion aus.si descendaiite^'don- • 

nera y, = F ( -4^v/i, |> qui, par une troisième iraiisfor- 
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i8a ''' ■■■ ■ LEÇONS "■ ■■ . 

niatioii enrore desrctidaiite, doninTa y, :;= F ( | : 

cl ainsi de suite. Les degrés de ces ^transformations peu- 
vent être les mêmes ou tous égaux à />; ils peuvent être ' 
(lin’érent.s ou successivement égaux à p, p,^ Dans" 

Ions les cas, la suite des modules fi, /t,, Aj,... formera . 
ce qu’on appelle une éc/ie//e/^escc«f/flnte. Celte suite con- 
vergera vers zéro, et l’on pourra la prolonger jusqu’à un • 
lerme A, aussi petit (jue l’on voudra. Alors la fonction in- 


ese J, = F 




A; J il 

■ f*< J 


aura très- sensiblement la 


même valeur que dans le système correspondant à A = o., 
analysé aux §§ 96 et 97y si l’on désigne par 0 la variable 
de cette derni«'rc fonction inverse, on aura, à très-pe« 
près, . • , ■ 

(i3,i - - ' -‘.i- 

et, pour obtenir une éfjuation d’oVi l’on puisse tirer 0, on. 
égalera l’une à l’autre la dernière transformée F(0; A,) 
exprimée en x = F (e; A), et la fonction inverse F(0; u) 
a|)j)artenant au système de A y= o. Par exemple, d’après, le 
^97, cette équation finale sera ' j' 


■ sin 6 = Ÿ~' 

. ", 

cossi^; 


(• 4 ) 




si F est A. 
si _F est B , . ^ 
si F est A, ou B, , 


si FestC,,- 


■ s<!c6=jt , i si F est A, on B.,, ■ - 

■. i . tangO^/i, si F est Cj, •" 

^ * * * ■ ' - ' 

et , pour chaque Valeur de X — F (s; A) , on aura â résoudre 


Digitizedby Gboglc 


S( R LES rONCTIOftS IMVERSES, ETC.. ■ iS.i 

une équàtipn Irauscendaiile atiu d’obleitir la valciu- corres- 
|>ondaiile de 0 qui ,”sub.stiliiée tlans l’ècjiiiilioii (i 3 ), don-' . 
liera e. ■ ■ • ' ' . 

' * • ■' «i t;XL. ■ ■; • ' 

-, -- ÉCHELLE ASCENDANTE. - , 

Pareillement, .si l'on fait subir à la niènie fonction in- 
verse a‘ = 1'^ ^ A ) -une suite de transformations, toutes 

asceudante.s, du même degré ou de degrés dillércnts, elles'. 

(lonneronLsucces.slvoment ]■’ ts'^’ 

}t = ï modules'* A , g, gt, 

.. gj , . . . formera ce qu’on appelle une éi hfu/e ascetidatilc. 
Cette suite convergera vers runité, et l’on pourra la pro- 
longer jusqu’à un terme g,-,' tel tpic i — g7soitaussi petit que . 

l’on voudra.' Alors la fonction inverse — .• i gi J • 

' * . *■ , yÀÀ|Ay*.w-Aj / 

aura très-seusiblcuieiil la même valeur que dans Ic'systèiue 
: correspondant à A = i , analysé aux §§ 100 et 101 5 si donc, " 
on désigne par '{' la variable de ce’tte dernière fonction in- 
verse, on aura,, à trè.s-pcn près, ' • ' ' , 


'.(> 5 X 


C , AA, . . . A, . j 


_el, pour obtenir une équation d’où l’on puisse tirer i|/, oii ~ 
égalera l'une à l'auti e la dei nière transformée.y';:=F (tfi; g,) 
exprimée en a.’ = F (îj A), et la fonclion^invjeisu F(t|;; 1) 
appartenant au système de A = 1. Par exemple j d’après le , 
S 101 , wt te équation finale sera . . ' 


sin 

. C(|S\}/ — ^ 


si E est B, , , 
si K est (I,. 
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" f A, ,;■■■• 


—. ^ — ; — J'i, si F nt B ou C, • 

+ .•.7, 

e^+.e-'l' '• 

-— — - = 7/, M F i-st A,, .• . • 

ff — f r - - 


fV — e 


— — r,'. si F est Bi ou Cj;' 

— - iR • • '4 


et, pour chaque valeur de jr = F (e on aura encore k 
•résoudre une équation transcendante aün d’obtenir la va- 
leur correspondante '-de ip qui, substituée dans l’équa- 


lîon (i 5) , donnera s. 
' ' - ' ' ■ 


§ CXLI. 


FKOBLÈME DES ÉCHELLES. . 

, Avant les découvertes d’Abel et de Jacobi, on attribuait 

■ ‘ s , ' « 

une importance extrême à l’établissement des échelles de 
modules, suit descendantes,' soit ascendantes', et l’on ne 
c'ounaissait qu’un petit nombre de transfoi'malk>ns, dont le 
■degré ne surpassait pas 5. Ce qui précède inontre que le 
" nombre des transformations et des échelles, utilisables pour 
évaluer approximativement les transcendante^ elliptiques, 
est actuellement juliui. On a ainsi la solution générale - 
d’un problème, jadis fameux, dont F.uler, Lagrange, Le- 
gendre surtout, se sont tant occupés, et dont ils ne possé- ^ 
daient que des cas particuliers, édifiés à grand’peine. 




. . r . 
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APPENDICE , 

A LA DOUZIÈME LE^N.' 


Avant d’aborder les applications physicomathématiques 
des fonctions inverses (A/, B,-, Q), il importait de résu- 
mer succinctement leurs propriétés communes et diverses. 
Or les formules (i) et (a), (6) et (7), (lo) et (i i), établies 
dans la leçon "qui précède, sont toutes vérifiables à l'aide 
des mêmes propriétés, qu’elles rapprodient et passent ei»' ’ 
revue de 1 ^ manière la plus. simple et la plus complète. La- 
vérification directe de ces six groupes de formules pourra 
donc remplacer le résumé que nous jugions nécessaire. < 

11 faut premièrement rendre plus commodes et même 
' compléter les tableaux (10) et (1 1), pages 84 et 85 , destinés, 
à donner les séries des valeurs çle la variable, qui annulent ' 
et rendeut infinies les fonetions inverses.' On atteint le but 
en remplaçant, dans ces tableaux , 'tous les multiples 4* 
e\ 4/ qtt* s'y trouvent- par 2 1 et 2/, tous les multiples 
, (4< + i) et (4/ + 1) par (21 - 4 - i) et (2/ -t- i) ; ces entiers, 
pairs et impairs, pouvant être ou positifs ou négatifs. 

En ellèt,,.si l’on considère ces tableaux tels qu’ils sont, -, 
-on peut prendre les entiers i et / positifs ou négatifs on*, 
peut aussi changer le signe des parenthèses sans altérer les , 

. seconds membres. Or si , dans un des multiples ( 4 t +i) ou 
(4/ + i) ou change le signe de'/ ou de 7, puis le signe de la 
, parenthèse qui contient ce multiple, il deviendra (4/ — 1) 
ou (4/ — i)q un nombre impair quelconque" peut donc le 
remplgcer. . • • 

- " D’ùii autre côté, les fonctions A, B, B,, C, s’annulent 
' deux fois dans leurs périodes .réelles qui sont à quatre qua- 
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drants, savoir : A })our o el à K-, B pour K et 3K, Bi pouro 
el aK', Ct pour K' el 3 K'. Pareillcineul les foneliojis A„- 
B, sont infinies deux fois dans leur "périoile réelle qui est 
à quatre quadrants , quand £ = K et quand £ = 3 K. Ce qui 
double les séries pour les fonrlions précédentes, et par suite, 

. |K)ur toutes les autres, d’après les liaisons ou les passages • 
indiqués aux §§ (53 et H4. De là, résulte que les et 4/ 
doivent être remplacés par az et-ay, non-seuleinent dans 
les multiples impairs, mais aussi dans les multiples pairs. 

r,n un mot, |i , pour une valeuV quelconque de g' au ta- 
bleau (6), § 6i, les périodes réelles ou imaginaires sont de 
deux sortes, à (fuatre quadrants et à deux seulement, dans 
les séries des valeurs qui annulent et rendent infinies les 
fonctions inverses, toutes les péiiodes, sans exception, sont 
à deux quadrants. Telle est. la règle simple et commode qui 
servira de point de départ à toutes les vérifications qui vont 
suivre. ' . 

D’après nette règle, les séries des valeurs qui rendent in- 
' finies les (A,-, B,-, C.) sont au nombre de trois seulement, 
■■une pour chaque imlice. Mais les séries des Valeurs qui ' 
annulent les neuf fonctions restent dislincU's. ; 

Pour simplifier, F, représentera une quelconque des ■ 
fonctions inverses avec son indice, “et pour faciliter les, 
renvois, les lettres suivantes désigneront, les formules em- 
ployées, savoir : ’ ■ 


” ■ L : (l3), S dùunant les K (K — i) par les F (j) ; 

V, M:(3}, § G7 , donnant les F (K. — s)- par les'F,(s);^ 

N : ( 7 ), § 03, donnant les-FiK — t) par les F', (i); - 

' P : ( 9 ), §63, des translocinations coinplcmeiil^rés'; •' 
Q : (a5), § 7.B, donnant les coF,- par les F,; ■ ^ 

R ; (j3), (i 4)» ('5/, § 34, dos transforiiialidiii réelles; ' • 
I ; (5), (5 bis), §<>0, des iransfonnat jolis imaginaires. 
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Aux formules Q, il faut joindre les suivantes, <jue nous 
désignerons parQ', et qui donnent les cô F, (/ v^— i) à l’aide 
. des F((e) ou dcseo F' («): ' ‘ ' 

■ , CO A (j 1 ) == = CO C' (< )> ^ 

CO B (s v^— I } = X' ro B' (.s), 


A'(0 


COC(sv' — 'J= 77 


A'IO. 


CO A' { î ) ; 


CO A, ( I s/ — I ) = (».. ; ■ • 

coB, (£\/— I ) = ;^^ = -7 ^=.coB',{£), ; 

- B, lO 7 V — »- - 

coC, ( eV - I, j"= S77]-“ ^ ) i 


CO A, (s \j— i')' = 


oC, (j 


yj~ (?, (£) ^ ; 

X A',(£)' 


/ f— — \ K A, { S } I .Vf / V ' • . . * . 

'coB,(.v^i)= = -==:coB. (e), 

• coC,Uv^— 1} = -I^co A', (î)- • ' 

■ 'V— I '■'il ' ' . ' '>■ . 

ün les obtient en employant successivement les (Q, I, R, Q)< '' 

Il importe de remarquer que toutes ces valeurs changent de ' . . ' 
signe avec e : dans la première case par (e) , dans'la se-> " . ; ' 

coudé par B', (« ) , dans la troisième par Cl ( s). Il en est de' ’• 
même des coFi.donné.s par les fonnules Q: la première 
ligne changeant de signes avec A , la seconde avec B,, la '• • 

troisième avec C,. • , - i .. - “ • . ’ 

V Toutes CC.S préparations faiU's, si l’on pose' . , * '■ . • • • ■ 

• • • .c X) =: F((e7, ; 

•* .1 N . - ^ . 

les six groupes de formules qu’il s’agit de, véi:ifier doimenir . • 


f 
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en fonction Ta tioimelle de X : soit 

• ; ;; : 

ie dénominaicuT et le muilulc h étant tels que ' ' . . 

’ • ;k = p/^H, K'=piH', • .• 

relations où p est un nombre entier, im]>air et quelconque : 

soit . . . r , ■ •' -/ 

‘ ;; r = ^ 

le dénominateur X et le module g étant tels que \ ^ 

K=3iG, K'=X/jG'. • ' 

**'’ 'r K. * ‘ 

■ Dans le jiremiei* cas, ayant posé —= t’, le dénominateur 

de J' doit s’annuler pour toutes les valeurs distinctes dé x, 
données par le tableau suivant: ' 

F(H'v^ — I — 2/1 H; A.) = 00, t = K,' — i — 2///,' .. 
x = F(e) = coF ( 2 . /»/'); 

F*, 2 «h A)=x ,'£=K'-+-K 2/»/ V- 

• ^ ' j; F, (-€) coF, ( 2 /j/ y^'^ I ); 

Fj [ (// — 2 // ).H ; A ] = X , t ~ {/J — 2 // ) / = K — 2 ///' , .' 

' ' J- = F.(£) = coF, (2///), ‘ 

où n est un’nombre entier quelconque, positif ou négatif. 
(Dans chaque case , la premièle équation indique une série 

de valeurs de - qui rendent_y infini, la seconde les valeurs 

correspondantes de £ , la troisième celles de x.) Ces valeurs, 

les (Q, Q'), efla loi des changements de signes des coF,, 

justibent complètement les dénominateurs dès groupes 

(1); ( 6 ), (10)., . , . • 

, - . K' ' ■ 

Dans le second ras , ayant posé — = /', le dénominateur 
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J(*y doit s'annulei' pour toutes les valeurs distinctes de x 
données par le nouveau tableau '» ’■ - • ' 

• • * ' s 

F[(/j — 2n)G'v^ — i;g-]=oo, s = K' \/ — — i, 

;?- = F ( s) = CO F (2 /!/■' V — T) ; • ' 

_F, (/^G'-)-Gv/^— 2nG';^) = «), e — K' -J- K 2 /»'% 

.r = F, («) = roF, (2/7/') ; _ . , . ' 

F, (g — f.nC%'\j — I -, g) = XI , t R — ^an/'y' — I, 

‘ i = F,(£) = coF,( 2 /if' ). 

■ - » . . ' • 

Ces valeurs, les (Q', Q), et la loi des changements de signes 

des CO F, J justifient la composition des dénominateurs dans 

les groupes (2), (7), (il). ' , ' • 

Passons aux numérateurs. Pour les formules (i) qui 

expriment lès F appartenant "ah module A, on a * • 1 ' 

A(2«H;A)=o, t=7,ni, ' • . ' - J 

. T A ( I ) = A ( 2 /n' ) ; , ' ' ' 

, R [(/7 — 2'/?) U ; /i] = O, « = (/> — 'a«)j, 

'1 'J C('f.ni)' ■. : . 

C[H' V— 1— {/7 — 2/7) H ; A]= o, « = K'y/— I — (/; — 2/7)7, 


C[t) — coC{ P — u) i — I k- 




B ( 2 ni) 


[Dans chaque ca.se, la première équation indique une valeur 
générale de - qui annulejF, la seconde la valeur correspon- 
dante de E, la troisième celle de x, ou de F (e) J. La seconde 
valeur de B (e) résulte des L, cellç de C (e) des (Q, L). Les 
trois valeurs définitives s'annulent et changent de signe 
avec n,'par A (an/);- les polynômes variables qui com- 
posent les numérateurs des formules (1) sont ainsi complé- 
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leineiu justifiés. Lus premières valeurs, jointes à la forme 
■générale des déiiominaleurs, justifient pareillemeirt les 
formules (aS) du ^ H7. 

Pour les formules (6') qui font passer les F, du module A' 
au module /i , on a i_ ' 

At[{// — H y— I ; /|]= o, t= (/>’— 2«) /y— 1 , , 

À, (s) = A, (P — \/— 1 =C', (/J — 

, — i;/() = o, t = 2 .ni ^ — i, '-r-'. 

B,(«) = B, (a/J^y— 1)= v^ — I B', (am); . .. 


C, (H' — 2/îU V — ! » O, e 


?(• y— I , 


Les secondes valeurs de A, («) et B, (s) résultent dès 1,.“ 
celle de C, (e) des (N, I, R). Ces pois valeurs s’annulent 
et changent de signe avec «, par B', (an/), C, (R) = o , et 
parce que C', ( /; — a «) / et C\ {p -+■ ^n) i ont des signes 
contraires; tous les facteurs variables aux numérateurs des 
formules (6) sont donc justifiés. 

Pour les formules ( 10 ) qui transforment les Ft par le 
passage au^module /<, on a . 

- * > ■ . • • ' ' 

A,[H'y— ' — 2«) H;A]=o 7, t '= kV— t 2 «Vi, 

N. • • , «I.* ■ ' '*. - ■ 

■ B, (h' y — 1' — 2«H; A) = o,’ < = K'y~i — 2 ni, ' 

' , / /— ^ \ * A C, (2 ni ) 

-”"') = S Â^ïTr/i'-. . 

I ’ - . 

;C,(2nH ; A).= O, « = 2«f,. ,, 

N yc,(.) = c,(am). ’ ■ 


f 
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La seconde valeur de A, (s) résulte snccessiveinent des 
(P, I, î\, R), celle de B, (e) des (P, I, R); Les trois valeurs 
définitives s’annulent et changent de' signe avec n, par 
<iî (2w/) ; les numératcui's variables des formules (lo) ont- 
ainsj leur justification. • • ■ 'Z. ‘ 

Pour les formules (2) qui expriment les F appartenant 
au module y», on a ' < • . • ' 

. A (2/1G' y/— 1 ; g) = O, 2 /II' V^— I, . . , , 


A (s) = A (a//( ' v^— i) == — I 


A'(27J/') 


B'(2/î/')’ ■■ .. 

B (g — 2/jG' V — 1 '; ~ O, £ = K. ^ 2/!f' — I, 

• B(s) =BlK-2£./'v'^^='V^B'(/' — an)/'; 

* ■ ' * * * « ■ I * • 

c[g — (/> — 2 n) G' v/'— I ; g] = O*- * = K ^ — 2 n)/' \/ — 1 , 

C(«) =± C [k. — (/> — a'ni/V^] — A' (2n/' ). 

La seconde valeur de A (e) résulte des (I, R)^ celle deR (e) 
des (P, ^i ), ainsi que celle de C (s). Ces trois valeurs s’an- 
nulent et changent de signe avec w, par A'{ini'), 
B'(K') = o, et parce que B'(/t — -ih) i' et B' ( /> q- 2 n) t' 
ont des signes contraires; ce (jui justifie tous les facteurs 
variables , aux numérateurs des formules (2). • . _ 

Pour les formules (7), qui font passer les F; du module A 
au module §■, on aura ' . “ . . ■ . 

' A, [G pG' — (/J — 2«) G'; gj O, 

, £ = K' -t- K — I — ( 7 -’ — 2 n) /', ' . 


A, {e; r= CO A,(p 2 n ) /' y^— 1 


B,(2n/') 
G, ( 2 ni' )■ 


• ' - . B,( 2 «G'; g);3= ô, t = 2 ni', ' , ■; 

. B,(>) = B,(2«/'),'. 

C,[(p'— 2/t) G'\g] =0; v s= ip — ■xn)i', 
• : C, (.e) G,(,p.— 2n)/'. 


1 
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La seconde valeur .de A.fs) résulte successivement des -• 
(Q, N, R). Les trois valeurs définitives s’aniiulent_etchan-s 
gent de signe avec n par Hj {mi'), Ci (K') = o, et parce 
(Jue' Ci(p — 2n)i' et Ci (p -f- 2 n) /' ont des signes con- 
traires 5 tous lés facteurs variables aux numérateurs des • 
formules (7) ont ainsi leur justification, e .■ ' ^ . .. 

'Enfin, pour les formules (n) qui transforment les F, 
par le passage au module g, on a , ■ .• , ' 

A, (g P G' 2 « G' s! - n g-) = O , ■ ^ 

' ' J =4 K -H K' V^— I — 2ni' \/ — I, ' ' . 

A,(j) = A, (k - t- RV'— ‘ ) t= i €’,(2ni'),. . 

• • . » A • 

- — 2«jG'v/— Gg] = o.' -£ = (K' — Ij . , 


• C ,(2 7jGV— i; g) ^O, 

C, (e ) =r C, ( 2 ni' ^ — i) ,= 


= 2n/' ^ — 

C', (2ni'l 


Là seconde valeur de Aj (e) résulte des (P, I), celle deBj(£) 
^des celle de C,(e) des (I, R). Ces trois valeurs 

s’annulent et changent de signe avec n, par C', (271/'); les 
numérateurs des formules (i i) sont donc justifiés. ^ 

De l’ensemble de ces vérîficati’ons partielles à une dé- 
monstration générale et directe, aussi simple que celle d’A- 
bel, il n’y a qu’unvpas. J’évite de le franchir : quand on 
• expose une découverte aussi’importahle que celle de Jacobi, 
il faut conserver la méthode de l’inventeur. Remarquons * 
cependant que la solution du problème de la transforma- 
tion des transcendantés elliptiques peut être résumée en, 
une Seule formule, comme celle de la multiplication l’est 
par la formule (i 5 ) au § 5 S. Eu effet, en désignant collec- 
tivement par Fiés neuf fonctions inverses-, et en se servant 
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des (Q, Q', L, N, R), on déduit successivement les six 
groupes vérifiés, de la formule unique 




F^fs) 

' coF-{ 2 /?é). 

~**F(*)n 


le coefficient constant K étant A’ pour un A;, — A’ A'* pour 
un B;, A'* pour un C,-. 

S’agit-il de passer au module descendant h , faisant m =; p., 
l = h, on prend e = t si F est A , B , C, Aj , B|, ou C, , et 
e = — I si f’ est , B, , ou Cj ; puis M = p pour A , B, 

C , Cl , C, , et M = ±p poui- Al , Bi , A,, B, , suivant que 
P = 4j àzi. S’agitTÜ de passer au module ascendant fai- 
sant m = A,I , on prend e = i ' ^ — i si F est A, B , C , 
A, ,B, , ouC,, et e i' si F est A, , Bi , ou C,; puis M = X 
pour A , Al , As , B, , C, , et M = rb X pour B , C , B, , Ci , 
suivant que /? = 4 / — ' • 

Ainsi, l’introduction des trois compléments naturels et 
des coF,-, §§ 77 et 78, qui permet d’exprimer en. une seule 
les formules primitives d’Euler, ramène aussi à l’unité les 
formules finales de la transformation, trouvées par Jacobi. 
Preuve nouvelle qu’un des caractères principaux, le plus 
essentiel peut-être, des neuf fonctions inverses F, c’est 
d’avoir toutes des coF, ou d'être toutes Infinies pour cer- 
taines valeurs finies de la variable, «réelles ou imaginaires. 

Il n’est pas inutile d’observer que la formule (a), qui 
groupe les neuf fonctions inverses par les indices, quand il 
-s’agit d’assigner le complément naturel ou le coF, les 
groupe au contraire paY les lettres, lorsqu’il faut choisir la 
valeur de la constante n. Le premier classement est celui 
qui sépare les axes des trois familles de surfaces isothermes, 
le second celui (jui distingue les valeurs des coordonnées 
rectilignes (a:, y, -z), (3) §81. En outre, le groupe des 
fonctions impaires (A, B,, C»),qui fournit exclusivement 
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les dénominateurs des co F, est aussi nettement indiqué 
dans le système des coordonnées thermométriques (a, p, y) 
par l’équation remarquable 

= -hC’), 

que l’on déduit sans peine des valeurs citées. Ces coïnci- 
dences,, et d’autres encore, ne font que constater la liaison 
intime qui existe entre les définitions géométriques et les 
prbpriétés analytiques des fonctions étudiées. . ' 
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TREIZIÈME LEÇON. 

' s ^ 

« I 

Objet des dernières Ie<;ons. — l*roblèrne des lempêratiires sttftioiinaires. — 
Conductibilités; Rux- de chaleur. ~ pémonstration directe de EéquatioD 
générale de réquilibro des températures : — en coordonnée.s rectiligne» 
— -en coordonnées sphériques — en coordonnées elliptiques. 


' § CXLII. 

OBJET D UNE NOUVELLE ÉTUDE. 

L’objet principal de nos leçons est de rendre évident un 
principe dont voici l’énoncé. Les propriétés commuDes et 
diverses des fonctions trigonométriques et exponentielles, 
telles que la péiiodicité réelle pour les premières, la pério^ 
dicité imaginaire pour les secondes J et, pour toutes, lés 
règles de l’addition et de la multiplication des transcen- 
dantes, ne sont que les traces,' ou les résidus, des propriétés 
plus générales et plus complètes, appartenant aux fonc- 
tions elliptiques ou inverses (A,-, B, , C,). ' 

Or, pour mettre ce principe hors de doute, une dernière 
vérilicalion est indispensable. Les fonctions trigonomé- 
triques les plus simples, les sinus et cosinus, jouissent de 
la propriété, si importante pour les applications , de coiur 
poser diverses séries capables de représenter une fonction 
quelconque entre certaim's.liinite8 de la variable. Lagrange 
cl Fourier,, Legendre et Laplace, ont successivement dé- ' 
couvert et utilisé plusieurs séries de cette nature, qui leur, 
ont permis d’aborder et de résoudre une multitude de ques- 
tions importantes de physique matbéinalique et de méra- 
nique céleste. Telle est la propriété' dont il faut trouver; 
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l’ajialoguc, ou'le germe, dans le système général des fonc- 
tions inverses ( A, , B, , C,). . . 

« 

• ■ . t 

§ CXLIII. 

. , • PROBLÈME GÉNÉRAL. ’ > ' ^ 

Pour y parvenir, il suffit d'étudier un des problèmes gé- 
néraux les plus simples de la théorie analytique de la cha- 
leur, celui qui concerne l’équilibre des tempér^ures d’un 
corps solide homogène, soumis à des sources calorifiques 
constantes. La solution de ce problème pour le prisme 
'rectangle conduit aux séries de Fourier. La solution pour 
la sphère introduit les séries de Laplaçe. Enfin c’est en 
résolvant le même problème pour l’ellipsoïde à trois axes 
■inégaux, qu’on arrive aux séries correspondantes des fonc- 
tions elliptiques. 

II s’agit, dans les. trois cas, d’intégrer, sous certaines 
conditions, l’équation aux difl’érences partielles A*V = o, 
du § 1 , exprimée en coordonnées rectilignes pour le prisme 
rectangle, en coordonnées sphériques pour la sphère, en 
coordonnées elliptiques pour l’ellipsoïde, Les deux der- 
nières expressions se déduiraient de la première à l’aide 
des formules de transformation (ay), § 105, et (d)^ § 81> 

Mais on peut établir successivement ces trois équations, en, 
partant dire< temeilt pour chacune du système de coordon- ' 
nées qu’elle emploie; méthode que nous préférons, et que ^ 
nous allons suivre. Facilement applicable à tout autre sys- 
tème de coordonnées curvilignes, celte méthode directe a 
l’inappréciable avantage d’éviter tout passage par l’antique 
système des cordonnées rectilignes: instrument- désormais 
impuissant et stérile , dont l’emploi abusif sera plutôt un • 
obstacle qu’un secours pour les progrès futurs des diverses 
'branches de la physique mathématique. 
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. Il esl nécessaire de rappeler d’abord deux propositions' 
élémentaires de la théorie analytique de la chalenr, qui dé- 
finissent et évaluent les conductibilités cl les flpx de cha- 
leur. • . 

' § CXLIV. ‘ / 

CONDUCTIBILITÉS. FLUX DE CHALEUR. ■ 

- I. Un mur solide'homogène est compris entre deux faces 
planes, parallèles et indéfinies; ses faces sont entretenues 
à des températures fixes a ei b, a étant plus grand que b. 
Soient c l’épaisseur de ce mur, et q la conductibilité pour la 
chaleur de la substance qui le compose. Imaginons une' 
section parallèle ajux faces; et sur eettè section une portion 
de surface Î2. Le mur étant en équilibre de température, il 
y aura un flux constant de chaleur, allant de là' pâroi qui 
possède la température a vers la paroi plus froide ayant la 
température b. Cela posé, nous empruntons au Cours de 
physique cette loi, que la quantité de chaleur qui traversera 
l’aire fl, dans un temps t, aura pou * expression 


Si e est l’unité de longueur, fl l’unité de surface, t l'unité 
de temps, et si la différence a — b est l’unité de tempéra- 
ture, cette quantité de chaleur se réduit .à q. On a ainsi la 
véritable définition, ou la mesure exacte, du coefficient dé- 
signé sous le nom de conductibilïlc. 

' § CXLV. ' 

FLUX DE CHALEUR 'ÉLÉMENTAIRE. 

II, Un corps solide et liomogène, de forme quelconque, 
esl soumis à des sources de chaleur constant cl diverses; 
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la température stationnaire V de chacun de ses politts est 
supposée connue. On considère, dans l’intérieur du corps, 
un élément plan^ dont l’aire infiniment petite est co, et l’on 
se propulse d’évaluer la quantité de chaleur qui traverse cet 
.élément pendant l’unité de temps. Soient N la normale au 
centre de l’élément, comptée à pai'tir d’une origine arbi- 
traire, et ilîS l’accroissement de cette normale. On imagine 
une nouvelle face w' située à la distance normaleN-)-cfN, et 
formant avec « un mur d’épaisseur infiniment petite <iN. 
Alors V étant la tempiérature de w, V -h d\ sera celle de 
Où', et, d’après la loi physique quii précède, la quantité de 
chaleur cherchée aura pour expression 


ou simplement 
• (a) 


Cü 


V — (VH- dV; 
f/N 




• § CXI.VI. 

POUR LE PR1S.MÉ RECTANGLE. • 

Le corps solide étant rapporté à un système de coordon- 
nées rectilignes et orthogonales (x, y, z), consiilérqns dan# 
son intérieur. un élément de volume dxdjdz. Soient 

‘z=:: (lycJz y Wj = 

les trois faces de cet clément qui forment le sommet le plus 
voisin de l’origine des coordonnées, et w', o)', les trois 

faces opposées. Il s’agit d’évaluer les quantités de chaleur 
qui traversent ces six faces dans l’unité de temps. 

D’après l’expression (2) , le flux de chaleur qui entre dans 
l’élément par la face &> est . . 
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on aura évidemment la quantité de chaleur qui sort de l’é- 
lément par la face w', en ajoutant à l’expression précédente 
sa différentiélle en x, ce qui donne 




l’excès. du flux''enlranl par w sur le flux sortant' par w' est, 
après réduction, 

■qdxdydz\^—y . • . 

De la même manière, le couple des faces (co, , co', ) donnera 
l’excès 

/rf‘V\ 

^dxdydz\^—), , : 

et le couple (u, , w', ) celui-ci : 

qdxdydz{^y 

Or la somme de ces trois excès , ou de ces trois gains de 
chaleur, doit être nulle, puisque la température de l’élé- 
ment est stationnaire; on a donc * - , . , 


( 3 ) 


> d^\ _ 

dx^ dy'‘ rfî' 


Et telle est l’équation générale de l’équilibre des’ tempé- 
ratures, exprimée en 'coordonnées rectilignes , que nous 
avons posée au § 1 . ' 

‘ § CXLVII. 

POUR LA SPHÈRE. 

Le corps solide étant rapporté au système habituel des 
oordonnées sphériques, qui sont: la longitude ij<, la lati- 
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•lude 0, et le rayon p, considérons dans son intérieur un élé- 
ment.de volume p cosOd^p.pdô.dp, compris entre deux 
plans méridiens de longitudes ip et deux cônes de 

latitudes 0 et 0 + d9, deux sphères de* rayons p et p -i-d p. 
Soient 

at — p(l6dp, U, =: p cos 0 rfïj/ rfp , w,= p’ cosBrf^j;£/9, 

les trois laces de cet élément qui forment le sommet où les 
trois coordonnées ont les moindres valeurs, et w', , w’, , 

les trois faces opposées. Il s’agit d’évahier les quantités de 
chaleur qui traverseiit ces six faces dans l’unité de temps. 

D’après l’expression ( 2 ) , le flux de chaleur qui entre dans 
l’élément par la face to est le produit 


t qpdOdp 


H' 


rfV 


p cos 9 d iji 


ou « 


qd9 dp 
cos 9 


(-—]■ 


on aura évidemment le flux de chaleur qui sort par w', en 
.ajoutant à l’expression précédente sa difleretatielle en ce 
,qui donne 

-V • - 

cos 9 \ rfij) ' 

l’excès du flux entrant par 0 ) sur le flux sortant par où' est , 
après réduction , 

I. d’V 

, y,,6didp. — —. 

Le flux entrant par Ci), étant . ■ 

/ dV \ / dV \ 

. 9 p cos 9 di|/ dp j ou gd i|i dp ^ — — cos 0 j , 

celui qui sort par u>\ sera 


' dV 


'/d'I' dp \ ~ 


jdV ^ 
d — COS 9 

d9 

dO 


d9 
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d’où résulte un second excès égal à 


TOI 


qd^ d-if dp 


d — cos 6 
dS 

rfë 


Le flux entrant par (o, étant' • . 

yp* cos0di}id0^-— * ôu ÿcos0di|;d0^ — 

celui qui sort par w', sera 


Y ■'V 'i 

"V-'V — JT ■'7' 


q COS 0 di|; d0\ ~ p’ — — 

\ «P 

d’où résulte un troisième et dernier excès égal à 

dV'‘ 


qd 9 d -^d P • 


d p’ 


dp 


cOS ! 


Or la somme des trois excès, ou des trois gains de chaleur, ♦ 
doit être nulle,, puisque la température de l’élément est sta- 
tionnaire*,, égalant donc cette somme à zéro, supprimant le 
facteur commun qd<ipdQdp, et divisant par cos0, on aura 


( 4 ) 


I rf’V 


cos'0 di}*’ 


,rfV „ , r/V 

d — — COS 0 dp’ 

d 0 ^ d P , 

= O. 


dp 


Telle est l’équation générale de' l’équilibre des tempéra- 
tures, exprimée en coordonnées sphériques. ^ 

Si r on représente par p le sinus de la latitude, on pourra 
prendre p au lieu de 0, pour la seconde coordonnée sphé- 
rique , et puisque l’on a • . - , 

sin0 = pt, ros6 d6 dp/ * cos’6 i — p', 
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J’équatiou (4) deviendi'it 
(5)' . 


Tÿ /P 


1 — /x’ r/ f* 

forme adoptée' par Laplace. 


rff 


. ^ . § cxLvni. , • 

POUR L’EU.IPSOIDE EN GÉNÉRAL. - 

Le corps solide étant rapporté au système des coordonnées 
thermométriques (a, (3, y) du § 8i, considérons dans son 
intérieur un élément de volume dsds^ ds ^ , compris entre 
deux surfaces infiniment voisines au paramètre a, deux au 
paramètre |S, deux au paramètre y. Soient , . 


U — ds ] ds ] J 


' ds } ds y b) ] — — ds ds y y 


les trois faces de cet élément qui forment le sommet où les 
paramètres ont les moindres valeurs, et &)', w'- , &>', les trois 
^ faces opposées. Il s’agit d’évaluer les quantités de chaleur 
qui traversent ces six faces dans l’unité de temps. Rappelons 
que dans le système de coordonnées actuelles, on a les 
valeurs 

/ 

rfj = cD|D,ùa, ùi, = cD,Drfp, = ç DDij/y, 

[(5), ^83)3; lesD; étant donnés par le tableau (a), § 80, 
qui montre que D est indépendant de a, D, de [5, Dj de y. 

D’après l’expression (a), le tluX de chaleur qui entre dans 
l’élément par la face Cl) est . - 

dV\ 


on qds,ds,\ ^/’ 


r 
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‘ÀO'i 


ou oiifiii 


c(/ D'd P dy 




on aura évidemment la quafitité de chaleur qui sort de l’élé- 
ment par la face îj)', en ajoutant à l'expression précédente 
sa diiréreniielle en a , ce qui donne 


( /f V /■/ * V 


puisque D né varie pas avec a; l’excès ,du flux entrant par 
fij surde flux sortant par w', est, après réduction, 


rt/da.dp dy . D- 


d'V 

dâ'' 


De la meme manière, le couple des faces ((»,, w',) donnera 
l’excès 


re/da dpdy . DJ 

et le couple (w, , tOy) cclui-c.i 

■ rr/dadpdy.Dl 


d'\ 

w 


d'V 

dy' 


Or la somme dç ces trois excès ou de ces trois gains de 
chaleur doit être nulle, puisque la température de l’élé- 
ment est stationnaire; on a donc nécessairement 


( 6 ) 


D’ 


a’V 

da.' 


D 


, d'\ 
' d^ 


, d'y 


Telle est l’équation générale de l’équilibre des tempéra- 
tures, exprimée dans le système des coordonnées .thermo- 
métriques («, |3, y). 

Les D, peuvent être exprimés indifiércmmeiit ]>ar lés. A,, 
par les B. ou par le C.. Adoptant le premier mode, et sup- 
primant l’indication de la variable qui sera toujours a 


Digitized by Google 





ao4 LEÇONS ' ■ ' 

pour 'A , jS pour Ai, y pour A, , l’équaMon ( 6 ) deviendra . 

^ rf’V ' ' (l'V 

(7). (Aî-A?) — '+(AÎ-A>)— + (A;-A*)_ = o. 


Enfin si l’on désigne par 
(8) ■ v = cA, p: 


cAi , P =: rA, 


les premiers axes des trois familles de surfaces conjuguées , 
il résulte du § 93 que^ les coordonnées thermométriques 
(«, /3, y) seront les transcendantes. - . _ , 

, — r r ——iL— 

’(9) * . P = é r — =1 , - 

Jh — 6’ ^C’ — p’ 

<^P ' ■ ■ 

7 = C f ■■ ■■= := 

Je Vp’ — — p’ 

et l’équation ( 7 ) multipliée par c’ prendra la forme 

• rf’ V ’ rf’ V f/’V 

(10) (p>-p>)_-H(p’_,,= )_ +(p=_»>) =.o, 


plus commode dans les applications. < 

Pour la 'recherche que nous entreprenons , il importe 
d’exprimer aussi l’équilibre des températures dans deux 
autres systèmes de coordonnées : celui des ellipsoïdes pla- 
nétaires, § 97, et celui des ellipsoïdes ovaires, § 101,. Ces ' 
J systèmes n’étant que des cas particuliers des coordonnées 
elliptiques , les nouvelles équations sd déduisent de l’équa- 
tion générale ( 7 ) ainsi qu’il suit. 
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§• CXLIX, 

' POUR L’ELUPSOIDE PLANÉTAIRE. 

Si au lieu de la coo^donnée thermométrique a on adopte 
pour paramètre la fonction inverse intermédiaire 6 du ^ 
on aura ' 

dB 

^ i-“ A’ sin’O 

:d\. 


A = X sin 6 , ^da = 


d Ji — sip’ 0 

d^\ , dO 

— v^i— yî’sin-9 — 
da.^ ^ 


dB 


et l'équation ( 7 ) prendra la forme 


(A’ — Al)v^i— ^*sin=0' 


d ^ I. — /■’ sin' 9 


dV 

dï 


dS 


■ ' ■ ‘ d'\ , , . 

- . + (A’~ />sin=9) _ + (A? - /’sin’9)— = o. 

Faisant maintenant A = o , on passera au système des el- i 
lipsoïdes planétaires daiis lequel A>= sécy , A, ^ H séc^; 
et l’équation précédente deviendra ■ 

V d’\ rf’V . ‘ ’ 

(11) (séc^y — Hséc^P)-^ +^séc ’7 + ^ Hséc’P = o; 

telle est l’équation de l’équilibre des tem'pératures expri- 
mée à l’aide des cooi-données du § 97. ‘ ‘ ^ . 

' On peut meure les coélïicients de cette équation ( 11 ) 
sous une autre forme plus commode. Désignant le demi- 
diamètre équatorial par i pour les hyperboloïdes à une 
nappe, par p pour les éllipsoïdes, il résulte des §§ 16/ 
et 15, que les paramètres ibermométricpies |5 et 7 seront 
^les transcendantes ^ ' 

. r <1? 

(12) I • , : ■> 7 = C / 


. \ ■* 
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'lesquelles (loiiiicrti inversement 

» • • 
c '■ * • C ' ' * — 

(i 3 ) X = . = c H séc S, P = ^ c scr 7 . 

^ ' E(^) cosy ' 

D’ap lès cela, multipliant l’équation ( 11 ) par r’, et intro- 
duisant ü et c, elle deviendra 


(i4) (p’ — 


rf’V 

7¥ 








P* , - 4- X* = O , 

^ r/7’ 


r/ 


P et X étant resperlivement les fonctions inverses (l'.î) des 
transcendantes /3 et y (i a) prises pour coordonnées. 


, ... ' • S CL. ; : 

. . . POUK L'ELLlPSOIDE OVAIRE. 

Si, au lieu de la cooitlonnée thermoinétrique/5, on adopte 
pour paramètre la fonction inverse intermédiaire’ if «lu 
§ KK), ou aura 


: ^ I — i'- COS' 4' > P — /■ 


!■ • J 


cos'-i 
dV 


' rf' V 


dp 


- = \/ I — /■" cos' Tj* 


V i — cüs’ 4 < Y7 

' 


et l’équation (7) prendra la forme 


f/V- 



; ' . , (l \! \ — A'* cos' 4l 

' ’ • . ' r -- — ^ - 

■ ' </'V . rf’v' 

■ ■+■ (c; + k'^ cps' '!') + (C' - «î " CP?’ 4-) — ~ O . 

■ . “ i • ' 'r . • V , 

Faisant maintenant k'=o, «n passera au système des el- 
lipsoïdes ovaires, dans lequel C, = H cosécy, C = Hséc«^ ' 


V- ' 
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et l’équalion précédente, deviendra^ 


ao7« 


• d'V (i'V €PV 

( 1 5 ) -r— ■ H coséc’ 7 + { H coséc’ 7 +H séc’ a) — — h - — H séc’a= o . 
a a’ I rfy*' 

Telle est l’équation de l’équilibre des températures expri- 
•mée à l’aide des coordonnées du ^ lül . 

On peut mettre les coefficients de,l’é(|uation (i 5 ) sous 
une autre forme. Désignant le deiui-axe équatorial par v' 
pour les bvperboloïdes à deux nappes, par p' pour les el- 
lipsoïdes, il résulte des §§ 17 et 18 que les paramètres ter- 
mométriques « pi 7 seront les transcendantes 

(16) X = r I , y = e t ‘ ;~=rr^ V 

J/ »' — v” ^ J p' />' -f- 0'' ' 

lesquelles donnent inversement ’ 

D’après cela, multipliant l’équation (i 5 ) par e’ et introdui- 
sant v' et p', on aura ^ ' 


!i8> 


rfa’ 




d^V 


dŸ 


v' et p' étant respectivement les fonctions iiiverses^Ji 7) des 
transcendantes a et y (16) prises pour ecMirdiniuées. 


§ eu. 

FLDX DE CHALE.UR EI.LIPSOID.AUX.^ , - 

Terminons celle leçon par deux applications de l’expres- 
sion du flux de chaleur ellipsoïdal. Une enveloppe solide 
est limitée par deux ellipsoïdes isothermes; la paroi inié-- 
rleure au paramètre y, est entretenue à, une température 
fixe, prise pour unité; la-paroi extérieure au paramètre y,- 


/ . . Digitized by Google 



2o8 leçoks 

a aussi une température fixe et constante, prise pour zéro 5 
la température V qui existe sur un ellipsoïde intérieur au 
paramètre y est , d après le § 2 , 


v = 3!îZL1, 

7,— 7i 


dV 

d'où — = 

«7 


7<— 7< 


Alors l’expression du flux, traversant l’élément u, du § 148, 
devient 

cq 


7c — 7i 


[Aî(p)-Ana)]<^«rfp; 


et pour'obtenir le flux total qui s’écoule dans l’unité de 
temps par la surface entière de l’ellipsoïde au paramètre y, 
il faut intégrer ce flux partiel de o à cr pour a , de o à ra 
pour (3, puis prendre huit fois le résultat. Or, d’après la 
formule établie au § 104, ce flux total sera . ; ' 


4it 


7c— 7e 


expression indépendante de‘y, comme cela devait être. 

' Dans la même enveloppe solide, considérons encore l’el- 
lipsoïde isotherme au paramètre y. Le flux qui traverse un 
élément ' • 

est égal à i 


^<7 


7«— 7i 


- D’<7arfp; 


ici rélémeiit de "surface co, varie de grandeur avec a et /3. 
Substituons à cet élément variable un élément consîaiU fl, 
ou, posant . ^ ^ . 

imaginons que les diflérentielles.ya, varient de teTlè 
sorte que le premier membre conserve la même valeur 
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pour toutes les grandeurs des ’i),. Cette équation posée 
donne * ' 




n 


c D D. 


et le flux de chaleur qui traverse fl a pour expression 

ty il 




— 7.-) — A’ v'a- — à= • , 


A l’extrémité du grand axe de l’ellipsoïde dont les coor- 
données sont a = CT, {3 = n', d’où A = /', A, = i, le flux 
sera ' 

* * * fj il ' ' * 

- - c(7,-y,) A,B,C, . ■ 

à l’extrémité de l’axe moyen dont les coordonnées sont 
a = O, (3 — ct', d’où A = O, A, = i , le flux est 


çLl 


-B,; 


. c (y, — 7,) A,B,C; 

enfln, à l’extrémité du petit axe dont les coordonnées sont- 
a — O, (3 = 0 , d’où A = o, A, = /r, le flux devient 


y il 


c (7* — 7i) A,B,C, 


C,. 


Les trois flux sont entre eux comme les fonctions inverses 
Al, Bï, Cl, ou comme les axes de l’ellipsoïde isotherme. 

Cette loi est la même que celle qui régit la tension de 
l'électricité statique à la surface d’un ellipsoïde conduc- 
teur. Concordance que l’on pouvait prévoir, d’après l’iden- 
tité qui existe entre les surfaces isothermes et les surfaces 
de niveau : car. si la température et le potentiel sont repré- 
sentés par la même fonction V de y, le flux calorifique et 

V. . - - • . , _ ,4 
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la tension électrique s’expriment par la dérivée «le cette 
fonction, et sont conséqueranient proportionnels. 

On arrive plus rapidement à la loi énoncée, en l’emar- 
quant que l'épaisseur de la couche comj)rise entre deux el- 
lipsoïdes aux paramètres y cl y dy , étant égale à 
varie comme le produit DD,; et que, d’après la loi phy- 
sique (i), l’inlejjsité du flux de chaleur doit être en raison 
inverse de cette épaisseur, qui, à cha<jne sommet, est clle- 
mème en raison inverse de l’axe correspondant, d’après les» 
éga I i lés 

Aj rfA,= = C,f/C, , 

déduites des difl'érenlielles (6’), § 37. 
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QUATORZIÈME LEÇON. 

Double cas üu prisme rectanj»le itidéi'ini. — Dcveloppemefils divers d’une 
fonction d’une scuto variable en série de sinus et de cosiiiusC*— Cas du 
prisme rectangle dêüni. ~ Développement d'une fonctiuii de deux va- - 
riablcs en série do cosinus. , 


• : § cuir ' ■ ; . 

QUESTION GÉNÉRALE. 

Voici maintenant l'énoncé du problème général indiqué 
•,au § 1-43 : La surface d'un corps solide homogène est sou- 
mise à des sources calorifiques, constantes et diverses; les 
points de cette surface' ayant ainsi des températures fixes cl 
connues, il s’agit de déterminer une fonction V qui exprime 
les températures des points situés à rinlérieiir du corps. 

Indiquons succinctement. les solutions de ce problème 
pour plusieurs formes de corps traitées depuis longtemps 
par les géomètres. 

S CLIll. 

l’RlSME RECTANGLE. PREMIER CAS. 

Exeinjfle I. — Le corps solide est une poutre rectangu- 
laire, indéfinie dans le sens de ses arêtes; trois des faces 
latérales ont la température zéro sur toute leur étendue; la 
quatrième a une température fixe sur chaque droite paral- 
lèle à l’axe de la poutre, et différente suivant la position 
de celte droite. 

Prenant l’axe de la poutre pour celui des z, et les axes 
des X. et des y rcs[)Ocii veinent parallèles aux cètés 2 « et 2 h 
<le la section norinale, les faces latérales auront pour 

> 4 . 


l.FÇO>S 


rqiialioiis 


— — i = 


la température* des trois premières est •zéro; celle de la 
cjuatrième est variable avec x seulement et donnée' par la ' 
fonclioti F [x). Il est évident que la fonction cherchée V ne 
doit pas contenir la coordonnée z, ce tpii réduit réfjua- 
’.ijon (d), "§ 146, à colle-ci t 






d>V._ 

/ty' ~ 


■ ' Le problème d’analyse qu’il s.’agit de résoudre consiste 
à déternüner une fortctioirV de x.cl • i^'t^ii 'vérifie l’é- 
Vpiat'ion aux diirérences partielles (i) ; 2 ° qui s’annule, quel 
que soit y,' quand xesi égal à — -n ou '-t- a; 3" qui s’annule,' 
quel que soit x, quand y est égal à — /■»; 4“ pnfin qui se 
r réduise à F{x) quand y est 'égal à Voici la'niarchede 
la solution: on compose V d’une série de termes simples 
satisfaisant chacun aux trois premières conditions; on donne 
à chaque terme un coefficicu'l .arbitraire; puis on cherché 
quelle valeur doivent avoir les coefficients introduits, pour 
que- la série V satisfasse à la quatrième e.t dernière çondi- 
tion. . 

§ CLIV. 

DÉTERMINATION DU TERME SIMPLE. ' 

Soit U un des termes simples. Pour qu’il puisse remplir 
les conditions relatives aux trois premières' faces, il doit' 
•être essentiellement de la forme U =' XY ; le facteur X ne • 
contenant que x, et s’annulant pour x = ± n ; Y ne con- 
tenantque y, et se réduisant à zéro pourjy = — h.Cc terme 
doit vcrifier.réqiialion (i) ; substituant à \ le produit XY, 
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■et divisant ensuilo parce produit mémo, on doit avoir 

• L L 'iiJL — 

La première partie élani indépendante de j , la secondé de- 
X, cette équation ne peut ètic vérifiée «pie si ces deux par- 
ties ont des valeurs «■onstantes, égales et de signes con- 
traires. Soient' — m* et m* ces deux valeuis, les deux 
facteurs «le U d«;vront satisfaire aux équations difl'érentielles 

’ «/'X _ / «/’Y 

(a) — — -1- /«’ X = O , — w’Y =■(). 

rf.jr dy 

L’intégrale générale de là jiremièfe éipialipn (a) est 

• * • / ‘ " 

X =:= (1 sin ///.r ‘I- C <’<>s/;/.r , ; , • 

et puiscjue X doit s’annuler pour il faudra «pie 

l’on ait, ou 


C' = o, C 


et m — 


i étant un nombre entier quelcompie, ou 

■ 2y-t-i.7t . , 

C = O, C — I , m = , 

■ . - . 2 <* 

/ étant pareilleinenl un nombre entier. Ainsi le facteur 

„ • \iv , 2/-t- I .TT ■ ■ ' 

‘ . X sera, OU sin-ax, «lU cos-^ x. 

a ■ 7. a 

y ' “ 

■ .Lünlégrale géiiérale.de l'éipiatiôn dilfércutielle ( 2 ) en j, 
dans laquelle la constante m a maintenan.t rune ou l’autre 
des deux valeurs précédentes , sera . 

Ÿ = C"«?“r -|-C'”r-’"'', - - 

et si l’on détermine les deux constantes C'' et de telle 
sorte que Y s’.ahnule pour y = — , condition essentielle. 
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et devieiino l unitc pour j- = -(- i , ce qui simplifie la re- 
«licrche ultérieure, ou aura (léfinitivcnieiit 

d- ir+h [ m ( V -(- i ) ] 

^ a7.ml>) 

§ CLV. . ■ 

THÉORÈME FONDAMENTAL.' 


Ainsi la fonction V se composera de deux séries partielles 
et sera de la forme 



la première série s’étendant de i = i à / =_ oo , la seconde 
de y = o à / = oD ; M et N étant des coefficients arbitraire!» 

, et dillérant d’un terme à un autre. 

II faut, pour dernière condition, que cette valeur géné- 
rale (3) de V se réduise à F (a:) quand on y fera y =. h ^ 
c’est-à-dire que l’on ait identiquement 

(4) ■' ■ ■ 

ou, plus simplement, • • • • . ' 

(5) . = 

X étant situn^, oucos^-'^-i— an. étant !\1 ou N. Dans 
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celle éijualioii (5), qu’il s’agil d’ideiililiei', le fadeur va- 
riable X de chaque lerme vérifie réquatioii 


(ti) 


<PS. 

lïP^ 


-f- m‘ X = O 


( m étant —1 ou \ , et s’annule aux deux limites 

n la } 

x = — a et X = -(- «. 

Soit X' le facteur variable d’un autre ternie^ il vérifiera 
l’équation dilférenticlle 


kl) 


X' 

ilx^ 


-I- X' = O, 


dans latiuelle m' est ou : mf diflérant de m. 

a la 

Les deux équations (6) et (^) donnent, par une combinai- 
son facile , 


(8) 


, O ,IVV' 

[m “ — nd) XX = X —r-, X - 


dx’ 


dx- 


Si l’on multiplie par dx et qu’on intègre de 'x = — a à 
X — a, l’intégrale indéfinie du second membre étant 

^X' — X cl s’annulant aux deux limites par X 

.et X', on aura 

X -f-rt 

XX'Va; = o, 

“ 

et, puisijue m' est différent de m, _ ■ • . 

X -t-rt 

XX'rfa: = o. ■ ■ 

~a 

Ce théorème important (g) donne le moyen d’isoler chaque 
coefficient de l’identité (4) et de déterminer sa valeur. 
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§ CL VI. 

VALEURS DES COEFFICIENTS. 

Ou isolera le coefticienl M, du terme de lu première série 
partielle où m est*— j en multipliant l’équation (4) par 

«t* 

siirtTT - rix, et intégrant entre les deux limites — ael a , 


ce (|ui fera disparaître tous les aittres termes du premier 
membre d’après le théorème (9), et l’on aura définitive- 
ment 

X -t-" ' n ^ ^ 

sin’i'w-dxur /. F (.e)sin/-n-</r. 
a ' « 


On isolera le coefficient Nydu terme de la seconde série 
partielle où m est ^ ‘ multipliant l’équation (4) 

2 -P I . îT , . , 

paréos x.ax, et intégrant entre — net -P a, ce 

qui fera disparaître tous les autres termes du premier mem- 
bre, et il viendra 


I ^ M r^‘‘ -.V + l TT 2>-Pl.7r 

(n) N/ / cos- x.dx= I Ffxicos x.dx. 

J-« J-a 

L’intégrale définie 

T'*'" I ' \ 

I COSg-i: - rt.ir, , OU I I COS' — x — sin’— X | f/.r, 

J-a « J_a \ ->.a ! ’ 


dans laquelle g est un nombre entier, pair ou impair, est 
égale à zéro., puisque l’intégrale indéfinie , qui est 

“ • X 

— suig-Tt-, s’évanouit aux deux limites. Les deux inté- 
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gralcs (létiiiies 

* f* ^ Tl tr j[ 

I cos' — jr.rfx, ‘ / sin’ — x.rf.r, 

J -U 2« 2 a 

sont donc égales entre elles, et puisque leur somme est 

X - 4 -a 

dx, ou 2 fl , chacune d’elles est égale à a. 

D’après cela , les valeurs générales des coefficients M et 
!N , données par les équations (lo) et (i i), sont 


■ /„ 

H( = - I F(.r)sin — .r,d.r, 

« J-a " 

= i r“F(:r)cos^i±±Ix.dx. 

' fl / ,. 2 fl 

f \J —a 


Ces valeurs étant substituées dans les deux séries par- 
tielles, la série totale ( 3 ) sera définitivement la fonction V 
cherchée. 

§ CLVII. 

PARTIES PAIRE ET IMPAIRE. 

‘ On peut considérer la fonction donnée F (x) comme 
étant composée de deux parties, l’une paire, 




l’autre impaire, 




Substituant P (x) -+- 1 (x) à F (x) sous les intégrales (12), 
et observant que les intégrales déhnics 

DI \ 1 ! \ ay’-t-i.TT 

I P(x)sin — x.djc, I I (.r) cos x.dx, 

«/— /ï ^ */ — a *v 
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sont iiiilles d’elles-iiièmes, puisque leurs élénienls sont «les 
fonctions impaires, on aura séparément 


(.3) 


M. = ‘ r 

«j-„ 


I fx) sin — x.dx, 
a 


V ■ 


■ .c.d.r. 


Par CCS valeurs, la première série partielle de V (3) corres- 
pond au développement de la partie impaire I (x), la 
seconde à celui de la partie paire P (x) de F (x). La 
première série partielle disparaîtrait si les températures 
fixes F (x) étaient symétriquement égales et de même 
signe , de part et d’antre de l’axe des j f Ce serait la seconde 
série partielle qui s’annulerait, si les températures fixes 
étaient symétritjucment égales et de signes contraires , par 
rapport au même axe. 

Si l’on voulait évaluer les flux de chaleur qui se perdent 
dans la source constante, de température zéro, par les élé- 
ments de la face x = — a,oux = -+-a,il faudrait prendre 
dV 

la dérivée qui entre comme facteur dans l’expression 

de ces flux, et y faire x = — a, ou = -|- a, ce qui don- 
nerait 




(-) = 
\dx Jzttt 


)S / TT : : — ^ 


■ ' 

7.a ' / 2 


{/-F 






D’où l’on voit tpie les deux parties, impaire et paire, do 
F (x), influeront l’une et l’autre sur l’intensité du flux. 
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§ CI.Vlll. 

VHEMIEHS DÉVELOPPEMENTS. 

De la soliuion qui jirécède résulte ce corollaire, qu'une 
fonction impaire I (x) peut être développée en série par la 
formule 


/=X 

(<4) ^ ^ T X 

i=.i 


et une foiu-tion paire P (x) par celle-ci , 


(i5) 


pw=j2 


2.y + 1 . TT 
2(7 


1 = 0 



2y-t-i.ir 

u.aa.. 

2.a 


Ces deux développements , trouvés dans la même question 
do physique mathématique, sont en quelque sorte conju- 
gués ; tous deux s’annulent aux limites x = — a etx=-t-a; 
ni l’une ni l’autre de leurs dérivées premières ne disparaît 
à CCS mêmes limites. Et c’est précisément cette concor- 
dance qui les associe dans le développement général , 


(l6) F(.r) = 




• 30’ 

'V ■ C^ ‘ D ( \ ■ '^ J 

- > Sin — X I Fiajsin — a. a a, 

« " J-o " 


2y-f- 1 .TT * 

cos — — a.doty 


qui peut seul constatci' que la série totale V (.3) remplit la 
dernière condition , sans altérer les premières. 
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§ CLIX. 

PRISME RECTANGLE. SECOND CAS. 

Exemple II. — Une poulrc reclaiigulaire, de inèine iia- 
lure et de mêmes dimensions que celle de l’exemple précé- 
dent, a aussi scs deux faces, = — b ety= -+- 5, entrete- 
nues, la première à la température constante zéro, la 
seconde à des températures diveises F (a); mais scs deux 
autres faces, x— — a etx=-|-a, sont tellement dispo- 
sées, que les Ilux de chaleur sont nuis sur tous leurs élé- 
ments. (C’est ce qui aura lieu, par exemple, si cette poutre' 
fait partie d’un plancher indéfini, formé de poutres égales 
et juxtaposées , qui soient, en outre, soumises aux mêmes 
sources de chaleur par leurs faces libres.) 

Il s’agit de déterminer une fonction V de (-f, y) : qui 

d V 

vérifie l’équation (i); 2 “ dont la dérivée ^ s’annule, quel 

que soit _>•, pour x=±a-, 3° qui s’annule elle-même, 
quel que soit X, pour y = — 4” enfin qui se ‘réduise 

à F (a:) pour y = b. Suivant strictement la même mar- 
che que dans l’exemple précédent, le facteur Y, du terme 
simple U = XY, restera le même; mais X, devant maintc- 
nantétre tel que sa dérivée première soit zéro pour a;=zta, 


sera nécessairement eos/tt — , ou sin- 

a , . ■ 


2 y I . ir .T 


La fonc- 


tion V, toujours composée de deux sériés' partielles, sera 
de la forme . “ . 


r = y M 7. cos ITT-' 

^ y . b\ a 
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l,a (|uatriènie condition à remplir exigera (jue l’on ail 

j; . 


(i8) ^ M eus ITT i 2 N sin f = F ( x) , 


ou plus sim[)lemeul 

(■ 9 ). . 

X et X' facteurs variables de deux termes , correspondants à 
•des valeurs dillércnles m et /«', vérifieront encore les deux 
é(|uations (fi) et (7) ;'la même combinaison donnera encore 
l’etpiatiou (8), que l’on multipliera pariir pour l’intégrer 
outre — a et -f-n; alors rintégralc"iiidéfinie du second 
membre, qui sera toujoui's 

s’évanouira encore aux deux limites , mais ici ce sera par 

■ -7- et -7— On aura donc encore le théorème (o). 

' dx • <hc ■ I 

Poursuivant, on conclura que les valeurs générales des 

coefiieients ÎM et IN sont 


(20) 


i r /*”*"'* ' /TT 

M, — — I F ( r 1 cos —T X . flx, 

' « • 

i?lj = - f^“¥ (xj sin y .. tJ _l Z .c.dx, 

I “J- a 2rt . ■ , 


avec cette seule dilTérencequela première série partielle (17) 
comprend actuellement un terme correspondant à 1 = o, 
qui est 

.r i ■ 


M. 




et dont le coefficient a la valeur 

? 2 1 r 


M. = -- / ..F(.r)rf.r, 


22a LEÇONS 

que l’on oblienl en mulliplianl l’équalion (i8) par r/jc et 
intégrant entre — a et + a, ce qui fait disparaître évidem- 
ment tous les autres termes du prcTuier membre. 

Les valeurs (21) et (20) étant portées dan^les deux sé- 
ries partielles, la série totale (17) sera définitivement la 
nouvelle fonction V cherchée. En substituant à F (x) ,^sous 
les intégrales (21) et {20) , la somme P (x) -t- I (x) de *ses 
deux parties paire et impaire, on a séparément 


. (22) 


Par ces valeurs, la première série partielle de V {17) em- 
ploie le développement de la partie paire de F (x) , la se- 
conde celui de la partie impaire. • ' 



.§ CLX. . . 

SECONDS DÉVELOPPEMENTS.. 

De cette nouvelle solution résulte cet autre corollaire, 
qu’une fonction paire P (x) peut être développée par la 
formule 

. ^ O 1 ‘ 

P(^) = — P(“)da . , ' 

* = 0D • .» 

' v' r \ 

-I > cos — X I rialcos — a., (la. 

n J_„ ^ ' (J 

et une fonction impaire I (x) par celle-ci 

(M) 7 W = ^ ^ ‘ W si" — 


( 2 . 3 ) 


/ = o 


bytjooglt 
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('es Jeux Jéveloppetncnls sout conjugués ; ni l’uii ni 
l’aulre ne s’évanouit aux limites x = ± u, tandis que leurs 
dérivées en x s’annulent ensemble aux mêmes limites. Kt 
de cette concordance même résulte leur association dans le 
développement général. . . (a5) 


_ F(a)cosî^a,/a 

' 1 

1 ” 

I • V’ • 2 / ' + > . îf i' ^ 1 • 2 ; -4- I . TT 

IH y Sin — X / Fia)sir> a.rfa, 

I 2<i ' ' 2rt 


(jui seul permet à la fonction V {in) de vérilier la dernière 
condition , en même temps que les premières. 

Une fonction quelcoïKjue F {x) estaussi exprimée par une 
série de sinus et de cosinus, en prenant le développement 
de la partie paire dans le groupe (i4) i (• 5 ) , et celui de la 
partie impaire dans le groupe (23), ( 24 ), ou inversement; 
ce qui donne, par des réduetions faciles, les formules sui- 
vantes ; 

F{x) =— I F (a) f/a 

H Ç ¥('x)cos — (.r — a) f/a, 

1 

ûC ^ 

— iV C F (a) cos (fc— a)f/a. 

fï ,/ — a- . 

O 

Mais ces développements hybrides et composés, qui ont pu 
être 1 occasion de recherches intéressantes an point de vue 
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purement analytique , ne sauraient cire d’aucune utilité en 
physique mathématique ; car, dans chacun d’eux, la partie 
paire répond à une question, la partie impaire à une autre 
toute différente, et en quelque sorte opposée à la première. 
Sur ce terrain des mathématiques appliquées, il faut s eu , 
tenir aux développements (16) et (aS) , moins simples en 
apparence, mais dont l’homogénéité appartient au fond , 
non à la forme. 

• § CLXI. . 

' ■ PARALLÉLIHPÈDE RECTANGLE. 

Exemple III. — Le corps solide est un prisme rectan- 
gle dont les côtés sont 20, ic. Cinq de ses faces ont la 
température zéro. dans tonie leur étendue; la sixième a des 
températures fixes en ses divers points, lesquelles sont dis- 
tribuées symétriquement par rapport aux faces latérales. 

L’origine des coordonnées étant placée au centre du 
prisme , et les axes étant parallèles à ses côtés , les six faces 
auront pour équations : 


x= + a. 


X = — . 6, Z = — c, 
X=^b, z — -^c. 


J^a température est zéro sur les cinq premières; sur la 
sixième elle est variable avec x et y, et donnée par une 
fonction F {x,y) paire en x et paire en y. 

Il s’agit de trouver une fonction V de [x, y, z) :.i° qui 
vérifie l’équation . 


(27) 


d‘‘\ 

Hx‘ 




d'V 

dz‘ 


o; 


2” qui s’annule séparément pour x = — a, x = 
j= — b, y=--\-by — c; 3 ” enfin qui se réduise à 


Fia-, y) quand 


4 ' • — 7 

• c; 3 ” enfin qui se réduise à 
■c, et puisque cette fonction est 
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paire en x et enjr^ la fonction V doit être de même nature. 
Comme dans les exemples précédents, on compose V d’une 
série de termes simples, satisfaisant chacun à toutes les 
conditions qui précèdent la dernière. 

’’ Soit U un des termes simples. Pour qu’il puisse s’annu- 
ler séparément sur les cinq premières faces, il doit être 
de la forme U = XYZ ; le facteur X ne contenant que x et 
s’annulant pour x = d: a, Y ne contenant que y et s’an- 
nulant pour y = en6n Z ne contenant que z et s’an- 
nulant quand z= — c. ,Ce terme doit vérifier l’équa- 
tion (27), ce qui exige que l’on ait 


1 L i 115 — 

X "‘■ÿ dÿ^~'~z ~dï^ 


Le premier terme ne pouvant contenir d’autre variable 
que a:, le second que y, le troisième que z, ces termes doi- 
vent être égaux à trois constantes: — m*, — n*, -t-r*; la 
troisième r* étant égale à (m* Ainsi les trois fac- 
teurs de U devront vérifier les trois équations différentielles 


(28) 


dx' 


-f. /n’X = O , 




11 ? 

dz‘ 


— r'x =: O. 


Le terme simple U, comme V, doit être pair en x et 
en y ; X et Y'ne peuvent donc être que cos mx et cos ny. En 
outre, pour qu’ils s’annulent quand x=±a et y=rt:4, 
les constantes m et n doivent avoir les valeurs 


(29) 


2 / 4- I . TT 


2y -+-I .-K 

lh ’ 


i et j étant des nombres entiers quelconques. Le faeteur Z 

i5 
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doit véi'iütT la iroisicme (28), s'annuler pour z — — c, et , 
se réduire à runilé fjuand z = afin de sitaplificr la 

rerhcrthc ultérieure; ce facteur sera donc " 


(3o) Z 


[' (g + c )] 

'(arc) 


r 



Kéunissant tous les ternies simples correspondants à ' 

toutes les valeni s des entiers 1 ely, la fonction V se présente 

sous la forme 
/ 

,5 , ,, VVé 

f3i) ' 

où ni , « j /■ ont les valeurs ( 29) et ( 3 o) ; le double indice de 
la constante arbitraire G indiiiuani les valeurs des entiers / 
et y qui particularisent le terme qu’elle multiplie. Cette 
fonction V devant se réduire à F J') pour z = -f- c , on 
doit avoir 


( 3 a) G(,-, y) cos nijc cos ny = F [x, jr ), 

et il s’agit de déterminer les coefficients G,, -.y). 

Le tbéorème (9) établit que les deux intégrales définies 



cos rnx cos m' xdx. 



co% ny iOi^n' y dy, 


sont nulles quand m et m\ n et n' sontdillérents ; elles sont 
d’ailleurs égales à a, à b, quand m'=m, n' = n. A l’aide 
de ‘ces propriétés on isolera le coefficient G(/, y;, en multi- 
pliant l’équation ( 3 a) par cosntx cos nydxdy, et intégrant 
de sr = — a a x = + a, dey = — b k y = -y b ^ double 
intégration qui fera disparaître tous les autres termes du 
premier membre, et l’on aura, en remplaçant x et y par 
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a et |S scîus l’intégrale définie double, 

p-^b p-^a 

( 33 ) Gr,.y) = ^J j K^'a, 8 ) cos/Hut cosn^r/ar/p. 

Avec celle valeur, la double série (.3i) sera la fonction V 
«-hcreliée. 

Par cette même valeur (33), la formule (32) développe, 
en sérii» de cosinus, une fonction de (x, y), paire en x, 
paire en y, et d’ailleurs quelcoiKpie -, genre de dévclop- 
pententqui seul permet de constater que la fom:tion V (3i) 
satisfait à toutes les conditions qui lui sont imposées. 

Si la fonction F, qui donne les températures fixes de la 
face’s = + c, est impaire par rapport à l’une des variables, 
eu X ou en y, il faut remplacer, dans chaque terme simple,- 
cosmx ou cos ny, par sinmxou sinny, et prendre 

/jr jv 

ni = — ou n z= — 
a b 

au lieu de la valeur (29). A l’aide de ces changements, on 
obtiendra immédiatement la série (3i) exprimant la lempé- 
raluro V, si la fonction b’ est impaire en x et paire en j', ou 
paire en x et impaire en j, ou enfin impaire en x et en y. 
Ces trois cas, joints à celui que traite directement l’exemple 
actuel, donneront quatre séries particulières et distinctes. 

Si la lonction F est quelconque, ou composée de quatre 
parties rentrant respectivement dans les cas précédents, la 
série générale V sera la somme des quatre séries particu- 
lières; et l’on pourra substituer la fonction eutière aux 
fonctions partielles, sous les intégrales definies doubles des 
coefficients généraux (33), parles mômes raisons qui éta- 
blissent l’identité des valeurs (i3) et (« 2 ). 

Enfin, si tous les points de la surface du parallélipipèdo 
ont des températures différentes, il faudra répéter la même 



' Diyiiized by LiOO^Ie 


aa8 . , • LEçoKs 

suite d’opérations pour chacune des six faces, en dénnant à 
cette face les températures qui lui appartiennent, et suppo- 
sant les cinq autres à zéro. On aura de cette, manière six 
séries générales, dont la somme exprimera définitivement 
la température V d’un point quelconque pris à l’intérieur 
du prisme rectangle. 

Cette multiplicité des séries composant la valeur défini- 
tive de V, capable d’embrasser tous les cas, tient à la dis- 
continuité de la surface qui limite le solide. Elle appartient 
à tous les corps de forme polyédrique , mais elle n’existe 
plus pour les sphéroïdes que nous traiterons dans les leçons 
suivantes. Ce qui'prouve qtte le prisme rectangle, généra- 
lement choisi comme l’exemple le plus simple, dans les 
questions de physique mathématique, est au contraire fort 
compliqué ; et qu’il y aurait de l’avantage à essayer d’abord 
'des corps d’une autre forme : c’est-à-dire à prendre un sys- 
tème de coordonnées autre que celui des {x,jr, z). 
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QUINZIÈME LEÇON. 

Cas de la sphère. — Conditions restrictWes imposées par la forme du corps 
à l’expression de la température. — Forme essentielle et propriétés di- 
^yerses de la fonction U (/a) du sinus de la latitude. — Développement d'une 
fonction en coordonnées ibériques. 


§ CLXII. 

CAS DE LA SPHÈRE. 


Exemple lE. — Le corps solide est une sphère pleine 
dont le rayon est r\ tous les points de sa surface ont des 
températures fixes, données par la fonction F (ili, p), ^ 
étant la longitude et p le sinus de la latitude. 11 s’agit de 
déterminer la fonction V des trois coordonnées sphéri- 
ques (ip, P, p) qui exprime la température des points si- 
tpés à l’intérieur de la sphère. Cette fonction doit : i“ véri- 
fier l’équation aux différences partielles 


(I) . 







dp 



§ 147 ; 2 ° se réduire à F ((p, p) quand p = r. On peut la 
composer, comme dans les exemples précédents , d’une 
somme de termes simples, vérifiant chacun l’équation (i), 
et tous multipliés par des coefficients, d’abord arbitraires, 
qu’il faudra ensuite déterminer, de telle sorte que la se- 
conde et dernière condition soit satisfaiie. 

Soifü un des termes simples. Il est naturel d’essayer s’il 
peut avoir la forme U = QPR d’un produit de trois fac- 
teurs, Q variable seulement avec (p, P avec p, R avec p. 


a 
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Substituant dans l’équation (i) le produit QPR à V, et di- 
visant ensuite par ce produit même, on aura - • . ' 


(^) 


I I f/’Q 
I — p’ Q 


P “ 


dV ^ ^dK 

— do' — 

df>. 1 dp 

^ R dp ~ 



Le second terme ne contenant que u, il doit en être de même 
du reste de l’équation ; ce qui exige que les deux fractions' 


I d'Q I dp 
Q d-y ' R dp ’ 


aient pour valeurs des constantes 5 car la première ne pour- 
rait introduire que la variable la seconde que p. La ques- 
tion traitée, qui concerne exclusivement une sphère pleine^ 
sans lacune à la surface, indique quelles peuvent être ces 
constantes. 


§ cLxiir. ' . 

CONDITIONS RESTRICTIVES. 

La fonction V doit évidemment rester la même si l’on 
augmente la variable i|/,.ou la longitude, de agTZ ou d’un 
nombre entier dê circonférences. Donc V ne peut contenir 
la variable que sous des lignes trigonométriques. Pour 
toutes les valeurs de i|/, V doit rester fini; donc ces lignes 
trigonométriques sont exclusivement des sinus et des cosi- 
nus, et de plus, V étant développé suivant les puissances 
entières de simj/ ou de cosi^i, les exposants de toutes ces 
puissances seront essentiellement positifs; or oe développe- 
ment pourra toujours être transformé en un autre, suivant 
les sinus et cosinus des multiples de Par suite de l’in- . 
dépendance mutuelle des coefficients arbitraires, chaque 
terme simple U doit jouir des mêmes propriétés restrictives 
que V ;donclefacteui'Q peut n’êlrequc lesinus ou le cosinus 
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d’un arc / élanl essentiellement un nninhre entier. Dans 

les deux cas, la fraction ^ -7^ 'se réduira .à — /*, c’est-à- 
V '' Y . - 

dire que Q vérifiera l’équation différentielle 

f/’Q 


( 3 ) 


d-if' 


-t-/^<^ = o. 


Au centre du système, où p :;= o, et qui est un point du so- 
lide, la temj^éra Un e doit être finie. Donc si V est développé 
suivant les puissances entières de p, les exposants vie toutes 
ces puissances seront essentiellement positifs. D’après cela, 
le facteur R peut n’être que la puissance /i"™'' de p, n étant 
entier et positif. Pour simplifier la recherche ultérieure, 

on peut prendre R = ; par cette valeur la fraction 

f/R 

se réduira au produit ;/ (n-t-i); c'esl-à-dire que 
R vérifiera l’équation aux ditférences partielles 

.rfR ' • • ■ 



( 4 ) 


rfp>- 


; «{« -4- 1 ) R. 


Par les substitutions resjicctives de — /* et /i(n-t-i) 

rf'R 


„ I f/-Q 1 

aux tractions - -77^ et - 


fi 0^ 


( 5 ) 


Q 

f/(.-p*)^ 


l’équation (a) devient 


+ 


«(« t- 1) 

I — fi’ 


P = o; 


et cette équation dillérentielle doit être vérifiée jiar le fac- 
teiir P, fonction de p seul. La forme essentielle de ce fac- 
teur est encore indiquée }»ar la question traitée. 

- Aux jioints du .solide qui sont situés sur l’axe polaire 
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(lu système sphérique, la température doit être déterminée 
et linie; or, pour tout point de l’axe polaire, cos0 ou le co- 
sinus de la latitude est nul, la longitude restant quel- 
conque. Donc non-seulement V ne peut contenir que 
sous les lignes trigonométriques sinus et cosinus, mais en 
outre sin(|< et cosi|( y ont pour facteur inséparable cosfl ou 
I — (X*; c’est-à-dire que V contient, outre les variables 
simples fx et p, les variables composées — /x* costfi et 
y^i — fx* sin(|<', si costfi et sinij/ y entraient d’une autre ma- 
nière, ils ne disparaîtraient pas pour jx= ±: i, et les tem- 
pératures des points du solide situés sur l’axe polaire ne 
seraient pas déterminées. D’après cette nouvelle propriété 
restrictive, Q, qui estsin l{p oucos/ij(, c’est-à-dire une fonc- 
tion entière homogène du degré l de sini|> et cos({/, doit 

l 

être accompagné du facteur cos' 6 ou (i — et P doit 
contenir ce facteur. 


§ CLXIV. 

FORME ESSENTIELLE DE LA FONCTION P(i*). 
Ainsi P est nécessairement de la forme 


£ 

(6) P=(,-P«)’M, • . 

M étant uuc fonction de fx qu’il faut chercher. Posant, 
pour simplifier, 

, dm a 

V’i — }d — m, d ou -7- = — '-f 

’ du m 

on a, par la valeur (6), et une première différentiation. 


P = m'M, t ix/n'M ; 

dfi ■ • dfx 
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puis, à l’aide d’une seconde diirérentlation, l’expression 
rfP 


dm} 




P, 


ou le premier membre de l’équation (5), devient 






,rfM 




+- [P — lm‘ + /î (« -H I ) //i^ — Pm'~’ ) M ; 


or les deux termes extrêmes de la parenthèse qui multi- 
plient M donnent — /*m' en les réunissant, et l’expres- 
sion totale, qui doit être nulle d’après (5), est divisible par ■ 
m'; ce qui donne défînitivement , en replaçant (i — fi’) au 
lieu de m*, 

(:)(«— — /)(«-H/-(-i)M = o 

pour l’équation diiTérentielle que doit vérifier M. 

La fonction M étant conçue développée suivant les puis- 
sances entières de sa variable fx, les exposants de ces puis- > 
sauces doivent être essentiellement positifs : sinon V serait 
infini pour p = o, c’est-à-dire pour tous les points du so- 
lide situés sur l’équateur du système sphérique; ce qui est 
inadmissible. Soit i l’exposant le plus élevé ; lors de la sub- 
stitution du développement de M dans l’équation ( 7 ) à vé- 
rifier, le premier terme devra avoir, comme tous les autres, 
un coefficient nul; or on voit facilement que ce coefficient 
sera 

[— i{i — i) — 2{/ -t-i)j+ (n — /) (/I -(- / 4- l)], , 

ou, par transformation, 

.. (n — /— 1 ) (« -P / 4- I -H 0; 

il faut donc que i soit égal ou à — («4- / 4-i), ou à ;t — /. 




Diniti“T' by C*» 


LEÇONS 

-La première vahîur étaut négative doit être rejetée’, et pour 
que la seconde soit positive, il faut que n ne soit pas infé-, 
rieur à /. • , ■ 

§ CLXY. 

^ ' VALEUR DE LA FONCTION P((*). . • ' 

Ainsi les deux entiers, essentiellement positifs, n et l, 
qtii semblaient tout à fait indépendants l’un de l’autre , 
doivent être tels, que la difl’érence n — l ne soit pas néga- 
tive. Et c’est cette différence, entière et positive, qui sera 
l’exposant du premier terme de M. On reconnaît d’ailleurs 
à l’inspection de l’équation (7) que les réductions ne peu- 
vent s’opérer qu’entre des termes consécutifs du dévelop- 
pement substitué qui auront une même parité, c’est-à- 
dire que le polynôme M ne contiendra que des puissances 
paires ou impaires, quand la différence n — l sera elle- 
même un nombre pair ou impair. 

D’après cela , M ne peut être que de la forme suivante ’ 

et il s’agit de trouver la loi des coefficients k,. Or, lorsqu’on 
effectue la substitution de ce polynôme ( 8 ) à la place de M, 
dans l'équation (y) , les termes contenant p. avec l’exposant 
(n — l — 25) se réunissent avec le coefficient 

k,\{n — l)[n+l+i) — 'i(l-hx)(n — l — 2.t) — [n — l — ■xs)(n — l — 2s — 1)] 
i,—, (n — l — 2f -t- 2) (n — l — 2 i -I- i). 

La parenthèse qui sert de facteur à k, se réduit d’abord à 

» 

> • ■ [(n — /) (/? -t- / -t- i) — (« — / — 2.t) («-+-/ -t- I — 2.«)] 

par la fusion des deux dernières parties, et devient déCiii- 
tivement 


2î (2/! -t- I — 2 s)i 
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donc , après la substilalion , le terme en .p"-'-*' sera ' 
-)-[2ï(2« -)-l — 2.f)A-j4- (/? — /— 2f-(-2)(« — /— 2.ï+l)^,_,]fl"-'- ’* 


et , en l’égalant à zéro , on aura 

(« — / — 2 , s -4- 2 ) tn — / — 2 .5 ■ 


(9) ^^ = - 


') 


7.S [2n -h l — 2 ,t) 




Cette valeur générale de k, s’annule, (]uel que soit A,_, , 
/ ,n — /-f-i- 

pour s égal a — ^ 1- t , ou a ; une de ces deux 

valeurs est entière , ce sera la première si n — l est pair, la 
seconde si w — l est impair; et puisque l’indice de k, in- 
dique le nombre des termes qui précèdent celui qui multi- 
plie ce coefficient, il en résulte que le polynôme se termi- 
nera dans les deux cas , et que le nombre de ses termes sera 

n — l n — / -t-i , 

1- I, ou 5 suivant que n — / sera pair ou 

impair; le dernier terme étant constant, ou contenant pi à 
la première puissance. 

Le coefficient du premier ternie de M(8), ouA„, étant 
l’iiniié, on aura successivement, d'après l’équation (g). 


__ I (n — l){n—l—i){n — l — 2 ){n-~l — 3) - 

' ' 2 . 4 . ( 2/2 — 0 ( 2 ” — 3 ) ’ ’ 

et substituant ces valeurs dans M (8) , puis M dans P (7), 
on aura enfin 

i 

( 10 ) P = ( I — fi’ ) '^ 
poui' le facteur P, fonction de pt seul , du terme simple IJ. 




2 ( 2/2 — . i) 
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§ CLXVI. 

FORMES DE LA DOUBLE SÉRIE V. ' ' 

Les trois facteurs Q , P, R de U vérifient respectivement , 
les équations différëntielles (3), (5), (4)- On peut prendre 
pour Q l’intégrale générale de (3), qui est 


Q = G cos /i}i -I- H sin /il/ , 

G et étant deux constantes arbitraires. Mais P(io) et 

R = ne sont que des intégrales particulières de (5) et 

(4); la nature de la question, et les propriétés restrictives 
qu’elle impose à la fonction cherchée, éloignant les inté- 
■grales générales. 

Réunissant les termes simples qui correspondent à toutes 
les valeurs admissibles des entiers l et «, la fonction V se 
présente sous^la forme 

V = S (g)"’ COS/ 4 . + h'"’ sin /,[/) ^ 

' ' I 

les indices donnés à P et aux constantes indiquant les va- - 
leurs des entiers l ei n qui particularisent chaque terme 
simple. La double sommation S peut se faire de deux ma- 
nières. On peut écrire . -, 

n=:ec i=n * ' 


£=o 


Le sigma relatif à n s’étend depuis zéro jusqu’à l’infini. Le 
sigma relatif à l est subordonné au premier, il s’étend de- 
puis /=o jusqu’à /= n , limite supérieure infranchis- 
sable ; il ne contient donc que w -t- i termes simples et 

a « 4 - I constantes arbitraires, n’existant pas. On peut 
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encore écrire 

/=0 n=i 

n=co 

n=o 

Le sigma relatif à l s’étend depuis zéro jusqu’à l’infini. Les 
sigmas relatifs à n sont subordonnés au premier, et servent 
de coefficients généraux à cos/i|/ et sin/tp-, dans chacun 
d’eux le nombre l est fixe et constant ; ils s’étendent depuis 
n = 1, limite inférieure infranchissable, jusqu’à «= oo •, 
y ils contiennent donc des nombres infinis de termes' et de. 
constantes arbitraires. 

Dans la question qui nous occupe , c’est la seconde forme 
( 12 ) qu’il faut prendre. La fonction V devant se réduire à 
F (<|/, ft) quand p = r, on doit avoir 

et il s’agit de déterminer les coefficients Hj"’ , pour 
qu’il en soit ainsi. 

§ CLXVIl. 

DÉTERMINATION DES COEFFICIENTS. 

Les applications que nous avons faites du théorème établi 
au § 155, dans les deux premiers exemples, en y changeant i 
en /, a en TT, montrent que les deux intégrales définies 

X -l-TT ^ 

cos/ij^ / sin/ip 

•TT •/ — n 

sont uulles quand les entiers l et l' sont dilTérents, et égales 
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à 7T quaiifl l. On a d ailleurs ideniiqueinenl 


■x:- 


:os/ij) sin/' ij) — O, 


que / et l ' soient différents ou égaux , car rélémeni de celte 
intégrale est une fonction impaire. A l’aide de ces' proprié- 
tés, on isolera le sigma partiel, facteur de cos/iJ<, ou de 
sin/t|j, dans chaque terme du sigma principal, en multi- 
pliant l’équation (i3) par cos/ifif/v{>, ou par sin/if/^^i^, et 
intégrant entre — tr et -t- u : ce qui fera disparaître tous les 
autres termes du premier membre, et l’on auia 


(> 4 ) 


2^G(n)p(.)^i J ’'F(4,,^)’cos/^rf4, 

n=/ 

n=3C - 

J ''F{^|,.,<x)sin/^d-}<. 


n=l 


Quant au terme <|ui correspond à / = o , on l’isole en niul- 
tipliant l’équation (i3) par d^, et intégrant do — 7t à 4- 7t, 
remarquant que toutes les intégrales 

cos/^f/ij/, I sin^ij;rfi|i 

sont nulles d’elles-mêmcs, et que / dtp = un', d’où 

J —TT 

résulte 


(> 5 ) 2 

nr=o 


•/ — n 

Cette dernière formule sera comprise dans les précédentes, 
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si , posant 




(. 6 ) 



cos* C*V, 


2:^9 


OU substitue, au déuoininaieur des seconds membres (i 4 )î 
Ml , intéfirale définie qui est a r ou tt , suivant que / est on 
n’est pas zéro; simplification que nous adoptons. 

Dans tous les termes des sigmas simples (i4 ) j l’entier / a 
une même valeur fixe; les indices supérieurs de la fonc- 
tion P et des constantes sont seuls ebangeants, depuis « = / 
jusqu’.à n = CO ; les seconds membres ne contiennent plus 
d’autre variable que fz ainsi que les premiers. Outre la fonc- 
tion P correspondante au groupe (/, «), et qui vérifie 1’^ 
quation différentielle (5), introduisons une fonction sem- 
blable P qui corresponde au groupe (/, n'), n' difléraut de 
n, et qui vérifiera l’équation différentielle 


(' 7 ) 


^/(i — f*’) 

d U. 


c/P' 



L’élimination de /’ entre les équations ( 17 ) et (5) don- 
nera 


[«'(«' -Ht) — «{/J -|-i)]PP' = 






-ï) 


si l’on multiplie par dfx et qu’on intègre entre ft = — i et 
U = -f-i, le second membre disparaîtra ; car l’intégrale in- 
définie de ce second membre , qui est 



s’annule aux deux limites par le facteur i — P et P ne 
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pouvant être inCnis ; on aura dvic nécessairement 


[«'(/j'-l-i) — /i(«-4-i)] 
et n' différant de n, 

(i8) = 

Ce théorème important (i8) donne le moyen d’isoler 
chaque coefficient des identités (i4) et de déterminer leurs 

valeurs. Multipliant les deux équations (i4) par d/x, 

intégrant dep = — i àfx = +i,et posant 

(>9) J’ 

on obtient définitivement les formules générales 

I * I ï /* 

p'"M F(^-,^)cos/-I-rf,],rfu, 

w//?' v—t */ — TT 

o)ipyU—i J— K 

I 

Enfin, après la substitution de ces valeurs, la double sé- 
rie (i i) ou (i a) sera la fonction cherchée. 

§ CLXVIII. 

DÉVELOPPEMENT DE F (^î/, fx). 



Désignant tp par «, p par (i sous les intégrales définies 
doubles ( 20 ), et substituant les nouvelles valeurs dans l’é- 


Digitized l^y 


Google I 


SIR LES F0>CTIONS IRVERSKs, ETC. 


24 * 


quation (i 4 ), pllo dcvienl 
(ar) F(|, 


î—zc n— 00 




• ' — I V— 7T 


/î=0 W=/ 


w/ 


par uni' réduction facile; formule qui développe en séri»; 
une fonction quclcon«|ue des coordonnées sjdiériques ip et 
p, genre dedévcloppetneul qui seul permet de constater tpie 
la fonction V (ta) vérifie la seconde condition en meme 
temps que la première. 

(’.e qui caractérise spécialement la solution qui précède, 
et en gétiéral les solutions de tous les problèmes de 
inécaniijue céleste et de physique mathématique, où l’on 
emploie les coordonnées sphériques, c’est la fonction 1% 
c’est-à-dire le facteur qui contient p, ou le sinus de la lati- 
tude, dans chaque terme simple du développement en série. 
On verra que cette fonction a une grande analogie avec les 
fonctions des (A,, 15 ,-, C, ) qui se présentent quand on emploit; 
les coordonnées elliptiques, et qu’elle n’est réellement qu’un 
cas particulier de ces fonctions^lus générales. D’après cela, 
il importe d’étudier succinctement les propriétés princi- 
pales des diverses fonctions Pj"'; ce qui nous donnera d’ail- 
leurs l’occasion d’évaluer l’intégrale définie (19), placée en 
dénominateur dans la formule (21). 


§ CLXIX. 

REL.\T10N DIFFÉRENTIELLE ENTRE LES P)"’- 

JÜt)it représentée par î’ la fonction elle vérifiera 

' . 16 


j 

i 

t 

■ 

■t 


% 
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r»'qnation ilifl’éreiilielU; 


^/{l — (X>) 


[ 22 ) 




fi 


L'-p' 


« { // 



que l'on obtient en eliangeant n en ii — i 
si l’on prend 


( 23 ) 


<!■ = n ft ^ — ( 


-p’) 


(/te 

r/p’ 


dans (5). Or 


ectte fonction sera égale à Pj"* innitiplié par un facteur 

«■onstant. En eCfet, diflerentiant ( 23), ayant égard à ( 22 ) et 
imilti})liaiU ensuite par i — on a 


(' — P’);t;j = [«’(!— p’) 


-t- n,u(l — p') 


d(ÿ 

rfp’ 


ditléreiuianl un<! seconde fois,^ et se servant encore de ( 22 ), 
il vient 



f’est-à-dire , en réunissant, et d’après (23), 
, di- 


d[i — «»). 




-- = [ 7 ^^-" (" + ')] 


équation différentielle identique avec (5) ; donc qui, d’a- 
près sa composition en $, est fini pour p=:o, ne sera 

autre cpie l’intégrale particulière Pj''\ multipliée par une 


constante.. 
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Soit h cette constante, on aura 
(24) 

idontiquemenl , e’esl-à-diie i|iu'l que soit fi. On a, d’après 
(lo), cl en sebornani au premier terme de chaqin* paren- 
thèse , 

/ • / 

Pj"’ = ( ' - (f-'- • • ■ ). ‘X’ = (■ - F'f" ( F"--'-' -•••). 

/ 

fHÿ -—I 

^=(' — F’)" /«"-'-f----) 

-*•(' — i)f'‘“^~’ ]; 

substituant dans (24) et réduisant au second membre, il 
vient 

l_ £ 

( • — f’)’ { X F"*'' ) = ( ' — F’ )'^ [ (2 " — 1 ,1 F"^' ] ; 

or, les deux parenthèses devant être identiques et, par 
suite, leurs premiers termes égaux, il faut que k soit 
2/1 — I . On a ainsi la relation 

( 25 ) (2 - I ) P<"> = // U pf- ’ - ( I - fi’) , 

remarquable par elle-même, et dont se déduisent toutes les 
suivantes. 

§ CLXX. 

RELATION INTÉGRALE ENTRE LES P'"’- 

Dhréreutiant (2a), il vient, d'après l’éipialion (22) où 

16. 
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représenter; » 


(,6) pr"+«i 


rfp 




«/f/ 


L’élimination de la dérivée entre (aS) et (26) donne 

la première formule du groupe 


,(«-•) 




(«) 


(27) 


O.n — I 


d}x 


(2« + .) pr”= (” + >)ppr’(- ■ - 




la seconde provient delà relation (aS), dans laquelle on a 
changé n en n + i. Enfin, additionnant ces deux dernières 
formules, membre à membre, on élimine la dérivée de 


P'"% et l’on a 
(28) 




(") ü. 


relation dont l’importance est manifeste. 


§ CLXXI. 

Détermination DE J’ ^ pMfI^f- 

D'après le théorème (18), si l’on multiplie la relation 
(28) par et qu’on intègre entre — i et +1, on 


aura 
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cfaangeaut « en « — i, puis revenant à ( 28) multiplié par 
et intégré comme ci-dessus, on a successivement 


/=/+! 


c’est-à-dire 

(29) 


7=ri 


/ = /+! 


Or, d aj)rès sa valeur générale (10), et puisque — p’ est 
le cosinus de la latitude 6, on a 

TT 

P/ =COs'6, (P^^^^)’rfpz= J" COS'''*''0d9; 

' a 

et rappelant la formule classique 

/ cos’'+'9de= — ^ / cos>'-'9d9, 

'■* 2 

il s’ensuivra 


1=1/ 


( 30 ) = = 

I := 1 

car, étant l’unité, est égal à 2; et cette valeur, 


I 


Digitized by Google 


216 LEÇOBS 

substituée dans (ay) , donne numériquement 


n 'n (i^) 




Ainsi le dénominateur des coeflicienis (20), ou celui du 
tenue général, dans le développement (21), ne contient 
d’autre nombre transcendant que tt, qui est introduit 
par W;. On verra, par les leçons qui vont suivre, que cette 
propriété s’étend à tous les ellipsoïdes. 



t. 
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SEIZIÈME LEÇON. 

tas de l’ellipsoïde de révolution planétaire. — Formes diverses des facteurs 
du terme simple. — l.eur coïncidence avec la fonction P(ju). Nouvelle 
forme de celte fonction. — Définition des fouctions isothermes. 


§ CLXXII. 


CAS DE L’ELLIPSOÏDE PLANÉTAIRE. 

Essayons mainienaiit de résoudre le problème général 
énoncé au § 1.^2 pour les corps de forme ellipsoïdale, et 
eousidérons d’abord les solides de révolution. 

Exemple F. — Le corps solide est un ellipsoïde de ré- 
volution planétaire, ou dans lequel la distance des pôles 
est moindre que le diamètre de l’équateur. Tous les points 
de sa surface ont des températures fixes et diverses. Il s’agit 
de trouver une fonction V qui exprime la température des 
points situés h l’intérieur. 

Soient r le rayon de l’équateur et 2 /’' l’axe polaire. Si 
l'on prend c = — r" dans les étjuatioiis et les formules 

des §§97 et 149, il s’agira de déterminer une fonction V 
de (0, P, y) : i‘* qui vérifie l’équalioii aux diflérences par- 
tielles 


(>) 


, V 


,py tpy 


O, 


dans laquelle X et p sont les fonctions 


(2) 
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prises pour coordonnées ; 2 “ et qui se réduise à une fonc- 
tion donnée F(ô, /3) quand p — r, ou quand y atteint la 

valeur c 

Conformément à la marche uniforme des exemples pré- 
cédents, V se composera d’une somme de termes simples , 
vérifiant chacun l’équation ( 1 ), et multipliés par des coeffi- 
cients d’abord arbitraires. Chaque terme simple U = QPR 
sera le produit de trois facteurs, Q ne contenant que la coor- 
donnée 6, P que/3. Il que y. Substituant dans l’équation ( 1 ) 
le produit QPR à V, et divisant par ce produit même, on 
aura 





tly* 


Par les mêmes raisons que pour la sphère, V, et par suite 
Q, ne pourront contenir l’angle azimutal 9 que sous les li- 
gnes Irigouométriques sinus et cosinus, et leurs développe- 
ments en sinôet cos6 que des puissances positives; d’où il 
suit encore que Q peut n’ètre tjue le sinus ou le cosinus d’un 
arcZ0, l étant essentiellement un nombre entier; alors Q 
vérifiera l’équation difl’érentielle 


(5) 




O. 


s 


§ CLXXIII. 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES NOUVEAUX FACTEURS. 
Par la substitution de — /* à la place de la fraction 
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^ Téqualioii (4) sc met facilement sous la forme 

. I f/>P I , 

/J u/> 

P _ R rf'/» 

T’ ~ 7’ ' 

le premier membre ne peut avoir d’autre variable que j3, 
le sedond que y, leur égalité exige donc qu’ils soient con- 
stants. Soit P leur valeur commune, ou aura 


( 6 ) 


— = (/,P! _/A R, 
/y2 c’ J 


équations dilférentielles que les fonctions P et R doivent 
vérifier. 

Si l’on prend respectivement les paramètres géométri- 
ques X et P pour les variables des facteurs P et R , les rela- 
tions (3) donnant 


d=R 


. rfP 

d\ Je' — X’ 

dk 


d\ 


dK 


I ■ ’ ■ — f* iV 

dp 


les é<jualions diflérentielles (6), en changeant les signes de 
la première, sc transforment dans les suivantes : 


(7) 


i d'P dP 


'rfX 


j(p<— c'p')~ -h(y.p'— C'p)^ = (Ap'~ /‘e')R, 


dp 


les<|uelles sont identi<]ues; c’est-tà-dire que leurs intégrales 
générales se composeront de la même manière, PeuX, R en p . 
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Mais les coiiditions imposées à la Ibiiction V, par la nature 
de la question traitée, peuvent restreindre les facteurs P 
et R à n’ôlre que des intégrales particulières, qui ne se cor- 
respondent pas. 

Si l’on prend respectivement, pour les variables des 
facteurs P et R , les paramètres géométriques 1' = y/c* — X*, 
p' = y/p* — c*, demi-axes polaires des surfaces conjuguées , 
les §§ 16 et 15 donnant 


r^' dV ri>' dp' 

~Jo 


il s'ensuit 




dV 




cl les équations (6) deviennent, en remplaçant dans les 
seconds membres X* par c’ — X'*, p* par p'- -+- c*, et divisant 
par ces nouvelles valeurs : 


(8) 


i d{r'‘~r^) 


dP 

dV 


dV 


do' 


/ 

=( 




i’, 

R; 


ici les intégrales générales difléreronl, en ce que, connais- 
sant celle de la fonction P en X', il faudra y changer c’ 
en — c’, en même temps que X' en p', pour en déduire 
celle de R. 
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§ CLXXIV. 

COÏNCIDENCE AVEC LA FONCTION P (p). 

Si l’on suppose maintenant P etU développés suivant les 
puissaïues de i' et p', ces puissances devront être toutes 
positives ; car, pour les points du corps situés sur le plan 
de l’équateur, on a ou X'= o, ou p' = o, et la fonction V 
cherchée doit être Unie pour ces valeurs. Ainsi restreintes, 
et de la même manière, les deux intégrales particulières, 
seules admissibles, des équations (8), se correspondront, et 
l’une se déduira de l’autr<‘ par les changements qui viennent 
d’être indiqués. I.e facteur R étant un polynôme du degré n 
en p', ce polynôme sera évidemment homogène en p' etc-, 
c’est-à-dire que tous ses termes, à l’exception dû premier, 
auront pour facteur une puissance positive de c, en sorte 
que, si l’on y faisait c = o, autjuel cas le système ellip- 
soïdal deviendrait le système .sphérique, R se réduirait 
à p", comme cela devait être ; or la seconde équation dlfl’é- 

ir 

rentielle (7) ou (8) devenant alors — -7 — - = /j R , il faut né- 

cessaircment que /t soit n (« -+- i). 

Substituant cette valeur trouvée de A dans les équa- 
X' 

tions (8), et remplaçant - par p dans la première, elles 
deviennent 


Ti. = 1 7^’ -'>('>+ .) J P, 

^ R 

V'' I . . /V' 
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el lorsqu’on aura trouvé l’iiuégrale particulière de P en / 2 , 
il suffira d’y changer fi en 2. ^ ^ pour en déduire le fac- 
teur R. Or cette intégrale particulière, nous la connais- 
sons : elle n’est autre que la fonction Pj"' (*o), § 165, 

relative à la sphère; car toutes les conditions imposées au 
sinus de la latitude sont applicables, sans exception, au 

rapport — [Entre autres, celle-ci : l’équation de l’axe 

polaire étant X = o, quel que soit ô, il s’ensuit, comme pour 

la sphère, que sin0 et cos 6 sont inséparables du facteur 


i 


et Q, c est-a-dire sin/6 ou cos 19, de ou 1 ^ 1 — J 


facteur que P doit conséquemment contenir.] 

Il résulte de la coïncidence, qui vient d’être établie, que 
les facteurs P et R de l’exemple actuel , ou les intégrales' 
particulières admissibles des équations ( 9 ), seront 


(10) P = R=:p|”>^P^V^_.y 

Rappelons f|ue, d’après les §§ 16 et 15, les fonctions in- 
verses des paramètres thermométriques, prises ici comme 
variables, ont les valeurs 
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§ CLXXV. 

KXPRIÎSSION DE L.\ TEMPÉRATURE. 


D’après la forme de la fonction P|"^ [(*o), § 16S], l’iii- 


Iroduction de ^ ^ — i au lieu de sa variable donnera pour R 

une fonelion réelle de p', que nous désignerons par A {p')t 
multipliée par un facteur constant , qui sera ±i,±y/ — i, 
suivant les parités des entiers l et n ; ce facteur peut être 
réuni au coefficicnl arbitraire qui doit multiplier le terme 
simple; on peut inversement emprunter à ce coefficient un 

autre facteur parcilUment constant, et prendre Rz=^^-|^j, 

de telle sorte <jue R se réduise à l’unité pour p' — r', ou sur 
la surface du solide proposé; ce qui simplifiera la recherche 
ultérieure. 

Enfin oti peut laisser p comme variable dans la fonc- 
tion qui exprime le facteur P, en se rappelant qu’il ne 
s’agit plus d’un sinus de latitude, mais de la fonction in- 
verse ^ ou Et, puisque le paramètre géométrique X' 

varie de — c à -f-c sur la surface des ellipsoïdes actuels 
(la coordonnée thermométrique fî variant de — oo .à -|-oo , 

y 

^ 97), celte nouvelle valeur — de p aura les mêmes limites 

— I et -t-i que pour la sphère. 

La solution est maintenant toute tracée. La série V se 
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présentera sous la forme 


( 12 ) 


/ = » 

v =2 

/ =o 


cos 19 


sin / 0 


V p" 

^ ' A(r') ' 

n = l 

n — 00 i 

) V n<"> p<”> \ 

' A(r') ' 1 


n= / 


La fonction donnée F étant exprimée en 0 et en 


= 


y _c{p) 

c E(P)’ 


et V devant se réduire à cette fonction quand p' = 
aura à identifier le développement 


r', OH 


/ =r 30 n=;20 H z= CC 

('3) 2 2^'"' P{"' + sin/0^H'"’p‘"’ 

l =: O rt=/ M=s/ 


= F(0, p). 


Les méthodes d’élimination du § 167 s'appliquant ici 
sans aucune modification, on arrivera aux valeurs géné- 
rales ( 20 ), même § 167, des coefficients G^"^, au dé- 

veloppement ( 21 ), § 168, en remplaçant ip parO. Enfin, les 
propriétés des fonctions P)"\ et la valeur numérique de 

, seront absolument les mêmes ([u’aux §§ 169, 170, 171. 
Les coefficients étant ainsi déterminés, la série dou- 
ble V (12) pourra être groupée de cetU; autre manière 

n = x I = n 

i-4) 1^ P<"'], 

n=o / = 0 

forme analogue à celle ( 11 ), § 166, de la série double ap- 
partenant à la splière, mais qui en diffère en ce que le 
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raclcur 
actuel leiiient 


r ) (jui élail on ilehors du sigma inférieur, est 

.a(p') 


A(r') 


et pl 


ace sous ce sigma meme , comme 


hangeaiil à la fois avec, n et avec /, ainsi que le fac- 


teur P["). 


INotre premier exemple d’un corps de forme ellipsoïdale 
est maintenant complet. Mais pour faciliter des rapproclie- 
meiits avec d’autres exemples donnant lieu à des distinc- 
tions importantes, il faut étudier de plus près les deux fonc- 
tions associées P et R, ou la composition du terme simple. 


§ CLKXVI. 

DOUBLK FORME DES FACTEURS F ET R. 

Puisque tout facteur constant des fonctions P et R peut 
rentrer dans le coefficient arbitraire du terme simple, ou 
en être extrait, les développements des valeurs (lo) s’écri- 
ront ainsi : 


I 

ip=(c'— r v'‘-‘ 

(■5) 






?.{?./? — f ) 




2(2 n — i) 


C’P' 



Si l’on y remplace par — X* , f,' jiar y/p* — c*, les 
valeurs (i5), ainsi transformées en X et p, seront nécessai- 
rement les intégrales particulières, admissibles et corres- 
pondantes des équations ditTérentielles identiques ( 7 ). Il 
suffit donc de chercher la première qui devra reproiluire la 
seconde, à un facteur constant près, par le simple change- 
ment de X en p. 

I 

-Dans la transfirmée de P, le facteur (c*. — X'')"* sera rem- 
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placé par X' 5 si les entiers n et Z ont la même parité, « — l 
étant pair, la parenthèse (multipliée, s’il est nécessaire, 
par — i) deviendra un polynôme à puissances paires de X, 


complet et de degré 



-alors P sera de la forme 


(l6) P = i»+ + . . -t- X, 

2 


mais si les entiers n et / sont de parités contraires, n — l 
étant impair, la parenthèse sera le produit du radical 
± V^c* — X* par un polynôme à puissances paires de X, 

complet et de degré ^ en X* ; et P aura cette autre 

forme 


(17) P = Ve’ — À’ + 


À’ 


•+ ^n— t-l 




Or si, remplaçant, dans la première (7), /t par «(« + 1), 
on cherche, pour l’un ou pour l’autre cas, quelle doit être 
la loi du coefficient ou h , , telle que le polynôme (16) 
ou (17) vérifie cette équation différentiel le, on trouve, 
par la méthode employée au § 1 65 , 

[n — 2.Ç + 2 )^ — P ! 

, T ^1—1 J 

3. ï, ( 2 n + 1 — 2 .V) 

(n — 2.t -Hi)’ — P 
2.ï(2/2 4-l — 1S) ’ 

et le coefficient du premier terme, c’est-à-dire X'» ou/r',, 
étant l’unité, celui du second sera 


^ X, = - c> 



X, = — c’— 7 .5 ou X 

2(2» —i) 


An — ip— r 

--- • • 

2 ( 2 // — I ) ’ 
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celui du troisième 

’ 2 4 • ( 2 " — ' ) ( 2 " — 3 ) ’ 

OU 


’ 2 . 4 . ( 2/7 — 1 )( 2 // — 3 ) ’ 
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Cl ainsi de suite. Et le polynôme se terminera au terme 
prévu, puis([ue A, (18) s’annule, rjuel que soitA,_i quand 

J = + 1 , ou puisque A'^ s’annule, quelque soit A'_j 

, n — / — I 
quand s = h i . 

D’après cela, le groupe (i 5 ) transformé sera 

"JZi 

P = X” !- c’a”-’ + . . . + f. {_ c’ 1 ’ 1‘, 

2(2 /! I) ' ‘ 

1^1 /I\ t 

R = P» _ ' L c’p”-’ 4- , . 4- f. (_ / J 

2(2/7 — 1)‘ ' / r> 



si n et l sont de même parité, ou si leur dilférence n — / 
est paire , et 


(20) 


P =V I A"-'— c’^"-’ + . . . 4-f.' {— c’) ’ X' j , 

( 2(2/7— t) ' ' ) 

I ( . îr±l 1 

R=p'!p"-'— ^ ;c’p"-’4- . . +f.' (— c’) ’ pt , 

j' 2(2/7 — 1) ’ ) 


dans le cas contraire, ou si n — l est impair; f et f' étant les 
fractions terminales, faciles à trouver; X' et p' remplaçant les 
radicaux \/c- — X* et — c®; enfin le facteur \/ — 1 que le 
changement deX i>n p dans la première équation (20) intro- 
duit dans la seconde, étant renvoyé au coefficient arbitraire. 

'7 
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Si , dans les premières expressions (i 5 ), on remplace les 
facteurs des parenthèses par V et p', les groupes de va- 
leurs (iS), (19) ou (20), seront des fonctions algébriques, 
entières et rationnelles de degré «, des paramètres géomé- 
triques 1 et V pour P, P et p' pour R, ou des axes des sur- 
faces isothermes conjuguées. Autrement, si l’on divise ces 
valeurs parc", elles deviennent des fonctions algébriques, 
entières et rationnelles de degré n des deux fonctions in- 
verses 


X 

c 

a 


E(P) 


et 


X'_£(p) 
c E(P)’ 


sec y 


et t 


tangv, 


de P pour P, 
de y pour R. 


IJe plus, sous la forme (19) ou (20), les deux fonctions 
sont identiques, c’est-à-dire qit 'elles sont composées de la 
meme manière, l’une en X et X', l’autre eu p et p', ou bien 

lune en 


E( (î) l’autre en sécy et tangy. 


§ CLXXVIII. 

FONCTIONS ISOTHERMES. 

Toute fonction qui vériflera l’équation générale de l’é- 
quilibre des températures, quel que soit d’ailleurs le sys- 
tème des coordonnées , jouira de la propriété de donner une 
famille de surfaces isothermes, lorsqu’on l’égalera à un pa- 
ramètre, variable d’une surface à l’autre, et qui sera pré- 
cisément le paramètre .thermométrique de cette famille. 
Nous appellerons cette fonction une fonction isotherme. 
Dans les exemples qui précèdent, dans celui-ci , dans ceux 
qui suivront, tout terme simple de la double série V est 


Sun LES EONCTIONS INVERSES, ETC. aSg 

une foneiiou isolherme, puisqu’il doit esseniiellçinctit vé- 
rifier l’équation de l’équilibre des lenipératures. 

Le nombre des termes simples distincts qui composent le 
sigma limité relatif à /, dans la double série V (i 4 ), est 
2 /I -H I comme pour la sphère; car un seul correspond à 
/ = O, et à chacune des valeurs / = i , 2 , 3 , . . . , n , corres - 
pondent deux termes PRcos/ 9 , PRsiu/6 qui sont dis- 
tincts par le facteur en 9 . Ou pi'ut donc dire ejue, dans le 
.système des coordonnées (6, | 5 , y) de l’ellipsoïde planétaire, 
à chaijue valeur de l’entier «correspondent an-t-i fonc- 
tions isothermes PR cos /0 ou PR sin/0 ; les fonctions P et 
R étant des polynômes entiers et rationnels , tons de degré n 
et composés de la même manière dans chaque fonction iso- 
therme , à l’aide des deux fonctions inverses de |3 pour P, 
de y pour R . 

§ CLXXIX. 

IDENTITf: INDIRECTE. 

De plus , dans chacune des 2 n -f-i fonctions isothermes, 
le groupe des facteurs polynômes P et R peut sc mettre sous 
deux formes dillércntes : par la première, (19) ou (20), que 
suppose l’énoncé précédent, les deux polynômes sont direc- 
tement Identiques; par la seconde, (i 5 ), leur identité est eu 
quelque sorte imUrectc , tous les termes de R étant positifs, 
tandis que ceux de P sont alternativement positifs et néga- • 
tifs. Pour l’ellipsoïde planétaire, c’est la forme pour la- 
quelle l’identité est indirecte qui coïncide avec la fonction 

Pj”^ de la sphère. 

§ CLXXX. 

FORME NOUVELLE DE L.\ FONCTION P (u). 

On définit plus simplement les fonctions isothermes de 
3’cllipsoïde planétaire, eu introduisant une forme nouvelle 
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'^6‘o 


de la fonction Pj"' relative à la sphère. Désignant la latitude 

par f, et prenant la forme habituelle, cette fonction peut 
s'éciire ainsi : 


( 21 ) 



(// — l)(n — l — ï) . , , 

' ^ — - sin"-'-’! 

2 (2« — l) 




l.a première valeur (<5) coïncide avec elle, lorsqu’on y 
substitue 

csiny à y, ecosf à \jc' — V'‘ ou à X, 


et qu’on supprime le facteur è"; on aura donc une autre 
forme de cette fonction , que nous désignerons alors 

par en faisant les. mêmes substitutions, et la même 


suppression, dans la première valeur (ip) ou (20)5 ce qui 
donnera 


i COS"~'^ — COS"~'“’f - 


— I 


COS^if 


( 22 ) ( ou 


( , in — i )’ — P . 

; COS"“''"' « — '—7- — COS"“'“^ a - 

^ ^ 2 ( 277 — 1 ) ^ 


-...^ cos^f sinf. 


suivant que n — l est pair ou impair. Le polynôme (21) a 
pour variable le sinus delà latitude, le polynôme (22) le 
cosinus ; on peut donc représenter les deux formes par 

(23 ) <’(cost)- 

Afin de pouvoir employer indifféremment l’une ou l’autre 
de ces deux formes , dans les développements relatifs à la 
sphère, il faut prendre pour coordonnée la latitude elle- 
même et non son sinus. On remplacera donc , dans les for- 
mules qui concernent ces développement.? , p par sinif^ 
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dfjL par cos(j!f/çp, et l’on inlégrera entre q) = — ^ et 

<J) = 4 - au lieu d’intégrer entre — i et p = 4-'i . 

Par exemple le théorème fondamental, (i8) du §167, 
s’écrira de cette manlèrt!. . . ( 24 ) 



pj" ^ COSçc/ip =: O, 


ou 



£ji(") ip("''posiji dip=o, 


les P|"', ou les élanv^onsidérés comme des fouctions 

de la latitude y, exprimées par des polynômes en siii(p, 
ou eu cos y. 


§ CLXXXI. 

RÉSUMÉ SIMPLE. 

Par cette introductiou, et par cette notation, 6 étant la 
longitude, ou l’angle azimutal des plans méridiens, les 
2 M -I- I fonctions isothermes de degré n, du systè’me sphé- 
rique , auront la forme 

/ cos/9 \ 

(25) /J" . (cOS(|)) . f ou |, 

\ sin/0 / 

et celle du système actuel prendront celle-ci , 



/ « 

\ \ 

/ cos/9 \ 

( 26 ) 



) • ( "" )’ 
\sin/9/ 


ou bien, à l’aide des coordonnées thermométriques (6, |5, y). 
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La forme (26), rapprochée de (25), résume, de la manière 
la plus simple, les liaisons ou la dépendance qui existent • 
entre la sphère et l’ellipsoïde de révolution planétaire, 
l.a forme (27), rangeant les trois facteurs dans l’ordre 
adopté pour les paramètres thermométriques du système 
général , est une première indication des fonctions iso- 
thermes de ce système. 
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DIX-SEPTIÈME LECOiN. 

l’ellipsoïde ovftiro. — Nouvtdit; coiiiciili>rice <les lactenrs du lorine 
simple avec la fonclion P (a). — Comparaison avec rellipsoïdo plané- 
taire. — ( Concordance et dincreiice». — Origines de la foiietion P ( 1/ ). — 
Développemenls simples et composes. 


CLXXXIl. 

CAS DE L’ELLIPSOÏDE OVAIRE. 


Exemple VI . — Le corps solide osl iiii ellipsoïde de révo- 
lulion ovaire, ou dans lequel la distanee des pôles est plus 
grande que le diamètre de 1 equateur. Tous les points ilc la 
surface ont des températures lixes, et diverses. Il faut trouver 
une fonction V qui exprime la température des points situés 
à l’intérieur. 

Soient /■' le rayon de l’équateur et ar l’axe polaire. Si 
l'on prend c = \J — r'* datis les é(piations et les formules 
des §§ lül et 150, il s’agira de déterminer une fonction V 
de (a, y) : i“ qui vérifie l’équation aux difi'érenees par- 
tielles ■ 


0) 


U‘\ 


(r 


d‘ V 

7/^ ■*" ' ’ 


df 


O 


dans laquelle v' et p' sont les foiitlions 


iiiyerses des transcenda nte.s 
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prises pour coordonnées ; 2 ” et qui se réduise à une fonction 
donnée F (a, ip) , quand p' = r' , ou quand y atteint la va- 

^ r 

Jr' + 


leur 


La fonction V étant composée d’une somme de termes 
simples, chaque terme simple U = PQR, produit de trois 
facteurs, P ne contenant que la coordonnée a, Q que <p , 
R que 7 , doit vérifier l’équation (i) ; substituant à V le pro- 
duit PQR, et divisant parle même produit, cette équation 
devient ■' 


(4) 


I d’P 






Q 


V 


R dy^ 


Par les mêmes raisons que pour l’ellipsoïde précédent et 
pour la sphère, le facteur Q peut »’être que le sinus ou le ' 
cosinus d’un arc ftp, l étant essentiellement un nombre en- 
tier; alors il vérifiera l’équation 


lif 


-+-/’Q = o, 


et la fraction ^—rr P‘‘'R remplacée par la>conslaute 
Q «'7' ‘ 

— Z* dans l’équation ( 4 ) , qui se mettra sous la forme 


l- • '■/’P I 

V dd‘ R dy‘‘ 

■f-‘ p" 

Le premier membre ne pouv ant contenir que la variable a, 
le second que 7 , leur valeur commune sera nécessairement 

, J , . h 

une constante, et si on la désigné pai*^? on aura 
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équations dill’érentielles que les facteurs P et R doivent vé- 
rifier. 


§ CLXXXIII. 

ÉQUATIONS DES NOUVEAUX FACTEURS. 

Si l’on prend respectivement, jxiur variables des facteurs 
P et R , les paramètres géométriques v' et p', les relations (3) 
donnant 


, rf’ P 


,jp 

dv' \jc‘ — •/’ — 

> 

rfv' 


— =,,/pT5 . 


elces valeurs étant substituées dans les équations (5) , préa- 
lablement multipliées par c’, on a, en développant, et 
changeant les signes de la première. 


( 6 ) 


^ (v'< — c’v'>) 

I (p'<-hr’p'^) 


d‘P 

17' 


dp"‘ 


H- (2 v'’ — c’v') — = (Av'‘ — l'<?) P, 
^/R 

+ (2p'^ + C’p' ) — , = (hp’'+ l'c') R. 


D’où il suit que , l’intégrale générale de la fonction P étant 
connue, il suffira d'y changer c’ et — c’ en même temps 
que v' en p', pour obtenir celle de la fonction R. Mais les 
facteurs P et R du terme simple V ne peuvent être que des 
intégrales particulières ; en effet, pour tout point dti solide, 
situé sur l’axe de révolution du système coordonné, v' ou p' 
étant nul , et la température V devant y rester finie, les fac- 
teurs P et R doivent être des intégrales particulières qui ne 
deviennent pas infinies pour v'= o , p' = o. Ces intégrales, 
ainsi restreintes, et de la même manière, se correspondront. 
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et l’une se déduira de l’autre, par les changements qui 
viennent d'être indiqués. 

Si maintenant on prend respectivement pour variables des 
facteurs P et R les paramètres géométriques v = Vc* — /*, 
p= c* demi-axes polaires des surfaces conjuguées, 

les §§ 17 et 18 donnant 


c' ‘ - r ‘h 

C’— v’’ '' '"J p’— C’’ 


il s'ensuit 




r/P 


f/v 




et les équations (5), multipliées par c’, deviennent, en 
remplaçant dans les seconds membres v^* par c’ — v*, p'* , 
par P* — c*, et divisant par ces nouvelles valeurs , 




(r) 






ou bien, en développant et chassant les dénominateurs, 


{ 1 f><‘) 


(v’— c’)’ 


rf>P 




-H 2 v{ï’ — c’) 
-t-2p(p> — c’) 


rfv 

dp 


= [/iv>-4- (/’— A)c>]P, 

= [/,p.+ (/i_4)c=]R, 


équations différentielles identiques, c’est-à-dire que leurs 
int^rales générales se composeront de la meme manière, 
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l une en v, l’aulre en p , et il en sera de même de leurs inté- 
grales particulières admissibles, car elles ne peuvent être 
que les intégrales parlicnlièrcs correspondantes des équa- 
tions dillérentielles ( 6 ) dans lesquelles on substituerait res- 
pectivement \/c* — v’ à v', <Jp * — c’ à p'. 


§ CLXXXIV. 

coïncidence avec la fonction P(«). 

De même que dans Texemple précédent, le facteur R, 
pris de degré n relativement à la ligne p, doit se réduire à 
p“ si c = O , ou si le système coordonné devient le sys- 
tème sphéri(pie, et la seconde équation ( 7 ) étant alors 
, f/R 

— = // R , il faut nécessairement que la constante h soit 


‘h 

de la forme n (n-|-i), n étant un nombre entier. Substi- 
tuant celte valeur trouvée de h dans les équations ( 7 ), et 

lemplaçant dans la première - par p, ces équations devien- 
nent 


( 8 ) 



1 


L.-fx= 





dp. 

!.. 


De là résulte encore que le facteur P, exprimé en p= - , 


sera la fonction Pj“^(io) du § 165 relatif à la sphère; car il 

est aisé de constater que, toutes les conditions imposées au 
sinus de la latitude sont applicables sans exception au rap- 

V 

porl — 
c 
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Il résulte de cette coïncidence que les facteurs P et R de 
l’exemple actuel, ou les intégrales particulières admissi- 
bles des équations ( 7 ) , seront , 

(9) R=p;->(y. 

Rappelons «jue, d’après les 17 et 18, les fonctions 
inverses des paramètres thermométriques , prises ici pour 
variables , ont les valeurs 



§ CLXXXV. 

EXPRESSION DE LA TEMPÉRATURE. 


D’après la forme de la fouction Pj”*, l’introduction de 
- au lieu de la variable, et le changement de signe de 


[-(Ol 


donneront pour R une fonction réelle de p, 

que nous désignerons par A' (p), multipliée par un facteur 
constant qui sera ± i, ± ^ — i suivant les }>arilés des en- 
tiers l et n , et cjui peut être réuni au coefûeient arbitraire 
du terme simple. Empruntant un autre facteur constant au 

tH.' 

même coefficient , on peut prendre R = H 

SC réiluise à runiié pour p = r, ou sur la surface du corps 
solide proposé. 

Au lieu de - = -V-, » variable de la fonction Pi"’ nui 
r E(a) t > 



i 
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exprime le facteur P, on peut écrire fx; et puis([uc le para- 
mètre géométrique v varie tie — ch -t- c, sur les ellipsoïdes 
actuels (la coordonnée ihcrmométrique a variant de — oo 

à 00 , § 101), les limites de p = - seront — i et -I- i, 

comme pour la sphère. * 

La fonction V cherchée se présèntera donc sous la forme 


(■>) 


V = y ' „"=I ■’ 


-I- sin I 




et la fonction donnée F, exprimée en ^ et en 


» C(a) 

^ ~ c“ E(a)’ 


étant développée par la formule ( 21 ) du § 168, il faudra et 

il suffira que les constantes aient les valeurs ( 20 ) 

du § 167, pour que V (ii) satisfasse à la dernière condi- 
tion. 

Les coefficients étant ainsi déterminés, cette double sé- 
rie (i i) pourra être groupée de cette autre manière 


H=CO 


( „) V = 2; [2 + h!-’ p;-’ ^ - 


n^O /=0 


r le fadeur en p étant placé sous le second sigma, eomine 
changeant à la fois avec / cl avec 11 , ainsi que 


Digitized by Cooglc 



LEÇONS 


270 


§ CLXXXVI. 

nOUBLE FORME DES FACTEURS. 

F.Uidioiis encore la composition du terme simple , dans 
ce second exemple d’un corps solide de forme ellipsoïdale. 
Puis((ue tout Cicteur coiislanl des fonctions P et R peut 
rentrer dans le coefficient arbitraire du terme simple, ou 
eu provenir, les dévelop|)emeuts des valeurs ( 9 ) peuvent 
s’écrire ainsi : 


(.3) 


( P = (<^- 

I R = (p^- 



(n — l) (» — 1 ^ 

2 ( 2 « — I) 

( n—f) (« — / — I) 
2 (2 « — I ) 







Si l’on y remplace v par ç'c® — v'*, p par \jp'^-\- c’,les va- 
leurs (i3), ainsi transformées en v' et p', seront nécessai- 
rement les intégrales particulières , admissibles et corres- 
pondantes des équations différentielles ( 6 ). Il suffit donc 
de cbcrcbcr la première qui devra reproduire la seconde, à 
un facteur constant près, en y changeant à la fois -I- c* en 
— c’, et 'j' en p' . 

J 

Dans la transformée de P, le facteur (c’ — v’)'* sera 
remplacé par v". Si n — / est pair, la parenthèse (multi- 
pliée par — I s’il est nécessaire) sera un polynôme com- 
plet de degré -- -- en v'*, et conformément à la première 
loi des coefiieients du ^ 1711, (jui s’applique ici sans aucune 
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modiiicalioii , P et, par suite, R sei'onl de la forme 

n — I 

P = v'« ” 2 

2(a« — l) ' ' 

«5 /J 

R = p'» H ; C> p'"-’ f . c"- V". 

2 (2/2 l) ' 



Si n — l est impair, la p^enthèse sera le produit de 

± — v'* par uii polynôme complet de degré ^ î 

eu v", et d’apres la seconde loi des coefficients du § 176, 
P et, par suite, R auront cette autre forme: 


n — l—l 


(»5) 


P = V Iv"— £.2 > v'/l, 

L 2 ( 2 / 2 — l) J 


R=p[| 


p'"- ' + ^ c’p'"-\ 

2 ( 2/2 — l) 


.+ f'.c"-'-p"J; 


f et P étant les fractions terminales que les lois des coefii- 
cicnts donnent sans peine ; v et p remplaçant les deux radi- 
caux y^c* — et c* , enfin le facteur \j — i, que les 

changements de — c’ en -t- c’ et de v' en p' dans la première 
(i5) introduisent dans la seconde, étant renvoyé au coef- 
ficient arbitraire. • 


§ CLXXXVTl. 

COMPOSITION DES FACTEURS. 

Si, dans les premières expressions (i3), on remplace les 
facteurs des pareJithèses par v" et p", les groupes de va- 
leurs (i3) et (i4) ou (i5) serontdes polynômes rationnelsde 
degré n, des paramètres géométriques v et m' pour P, p et p' 
pour R, ou des axes des surfaces orthogonales conjuguées. 
Autrement, si l'on divise ces valeurs pai- c", elles deviennent 
des fonctions algébriques, entières et rationnelles, d«‘ 
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degré n ,• des fonctions inverses 


V _ £(g) 

c E (a) 

P _ E(7) 
c C[-i) 


V I I ^ 

et - = — : de a pour P, 

c E(a) 

et ^ ^ — ; de 7 pour R. 

c C{7) 


Le nombre des termes simples distincts que comprend le 
sigma limité relatif à /, dans la double série V(i2), est 
2 n + 1 , comme pour la sphère. On peut donc dire que, dans 
le système des coordonnées {«,<]/, 7) de l’ellipsoïde ovaire , à 
chaque valeur de l’entier n correspondent aw-)-i fonc- 
tions isothermes de la forme PR cos/(|/, ou PRsinZi|/5 les 
facteurs P et R étant des fonctions algébriques, entières et 
rationnelles, toutes de degré ra, et composées de la même 
manière dans chaque fonction isotherme, à l’aide des deux 
fonctions inverses de a pour P, de 7 pour R. 

De plus, dans chaque fonction isotherme , le groupe des 
facteurs P et R peut se mettre sous deux formes différentes : 
parla première (i 3 ), que suppose l’énoncé précédent, les 
deux polynômes sont directement identiques; par la se- 
conde (i 4 ) ou (i 5 ), leur identité est indirecte. Pour l’ellip- 
soïde ovaire, c’est la forme par laquelle l’identité est di- 
recte qui coïncide avec la fonction P^"' delà sphère. 


§ CLXXXVIII. 

RAPPROCHEMENT DES DEUX ELLIPSOÏDES. 

En comparant les polynômes P et R, de l’une et l’autre 
forme appartenant aux deux systèmes d’ellipsoïdes de révo- 
lution , planétaire et ovaire, on voit : 1° que les polynômes 
Pont une composition directement identique, à l’aide du 
demi-axe polaire et du demi-axe équatorial , qui sont V et ). 
pour l’hyperboloïde de révolution à une nappe, v et v' pour 
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l’hyperboloïde de révolution à deux nappes; 2 " que les po- 
lynômes R ont une conipositiou indirectement identique, 
à l’aide de la demi-distance des pôles et du rayon de l’é- 
quateur, (jui sont ç,' et p pour l’ellip-soïde planétaire, p et p* 
pour l’ellipsoïde ovaire. 

Si, comparant encore les deux systèmes, on rapproche 
les formes du groupe (P, R) par lesquelles l’identité est di- 
recte , et qui sont ( 19 ) ou ( 20 ), §176, pour l’ellipsoïde 
pl.iuétaire, (i3), §18(), poui’ rdlipsoïde ovaire; elles se 
distinguent en ce que rexpressiou est douhle dans le pre- 
mier* cas et simple dans le second; mais cette distinction 
n’est qu’apparente. En effet, les val<;urs (i.3) peuvent être 
écrites d’une autre manière. Si l’entier /est pair, les fac- 
teurs des parenthèses sont rationnels, et multipliant par 
ces facteurs développés, P et R se présenteront sous la 
forme de polynômes identitjues de degré n , en v pour P, 
en p pour R (après avoir changé, s’il est nécessaire, le signe 
du premier polynôme). Mais , si l est impair, la fusion ne 
peut être complète , il restera en dehors les radicaux 
— v’ et ^ p' — c* qu’on remplacera par v' et p', et h>s 
parenthèses seront des polynômes identiques de degré 
(n — i) (avec ou sans changement de signe). 

Les valeurs (i3) étant ainsi doublement exprimées, on 
peut dire que , dans les deux systèmes , la forme directement 
identique est, soit un polynôme de degré n dont la variable 
est le premier axe, c’est-à-dire/., ou v, ou p, soit un poly- 
nôme de degré // — I de la même variable multiplié par le 
second axe X', ou v', ou p', conséquence importante pour la 
recherche définitive qui fera l’objet de la leçon suivante. 

§ CLXXXIX. 

UKSUMÉ SI.MPLE. 

Rappelant maintenant la double forme de la fonction 

18 
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P(«) relative à la sphère, ëlahlie au 5 180 , et adoptant la 
notation (aS) de ce paragraphe, si (f représente la latitude 
et fp la longitude, les an -4- i foiu lions isothermes du sys- 
tème sphérique auront la forme 

/ ««/-n 

(16) f». (sin s) . I ou 1, 

\ siii /p / 

et celles du second système ellipsoïdal prendront celle-ci 



ou hieii, à l’aide des coordonnées thermomélriijues 


,H) 




\ E(a) 




forme (|ui résume, de la manière la plus simple, la dépen- 
dance qui existe entre la sphère et l’ellipsoïde de révolu- 
tion ovaire, et, eu outre, les différences caractéristiques 
cjui séparent ce second ellipsoïde du premier. 


S cxc. 

ORIGINES DE LA FONCTION P (a). 

On voit, partons ces rapprochements, (|uç la forme 

<i'| \x) reproduit, avec l’identité directe, les facteurs P 

cl R de chacune des a n -I- i fonctions isothermes de degré n , - 
dans le système de l’ellipsoïde planétaire, et que c’est la 
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(«) 

forme P, (.r) ([ui jouit de la môme jiropriélé, dans le sv.s- 

tème do rdlipsoïde ovaire. On doit regarder chaeunc de 
CCS deux formes comme appartenant en propre à l’ellip- 
soïde qui remploie; c’est son origine naturelle, l.a sphère 
n’est intervenue que par la merveilleuse propriété (ju’elle 
possède d'être à la fois la limite de tous Ie.s systèmes ellip- 
soidaux, quel que soit leur module, ou d’être réellement 
eomprisedanstonsjcommcrindiqueiit si nctlemciU les coor- 
données sphériipies générales du ^ lOd; faculté préiieiise, 
qui nous servira pour étudier le cas général. 

§ CXCI. 

t.I.ASSH.MKNT DES Df; VKLOPPE.MEN TS. 

Les facteurs isolés d’une seule variable, pris dans la suite 
des fonctions isothermes de tous les degrés, appartenant à 
un même système de coordonnées, sont-ils toujours capables 
de former dirs séries simples, développant une fonction 
donnée de cette variable.^ Pour cette question générale il 
n’existe encore que des réponses particulières. Les six 
exemples que nous avons traités ne conduisent en réalité 
qu’à deux séries sim jilesdc cette nature. La première pro- 
vient de la suite des fonctions isothermes des coordonnées 
rectilignes, qui donne le développement d’une fonction 
d’une seule variable en série de sinus et cosinus, d’où l'on 
déduit les développements composés , en séries multiples, 
des fonctions de plusieurs variables, comme dans l’exem- 
ple 111. La seconde appartient aux systèmes coordonnés 
des ellipsoïdes planétaire et ovaire, qui donnent le déve- 
loppement d’une fonction d'une seule variable en série 

(«) (m) a 

des fonctions ou P^ ayant toutes le môme indice l. La 
formule ( 21 ) , § U)8, établie dans l’exemple de la sphère, 

i8. 
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n’est qu’un dévcloppeineiu multiple , romposé des deux 
genres de développements simples qui viennent d’ètre dé- 
finis. Le second genre diffère cssentiellenicnt du premier, 
car, lors même qu’il s’agit de la sphère, la fonction P (u) 
ne peut être réduite en sinus ou cosinus d’arcs mulliples.- 
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DIX -HUITIÈME LEÇON. 

' ^ 

Cas do rdtipSi/idc à trois axes inê|*aux. Mélliude de rocherchu des facteurs 
du terme simple. — Identité de forme des trois facteurs. — Formes des 
fonctions isothermes en (A^, IL, C^.). — Comparaison des fonctions iso- 
Ihcrracs des divers systèmes coordonnés. 


§ CXCll. 


C.VS ÜE L ellipsoïde A TROIS AXES. 


Exemple VH . — Le corps solide est un ellipsoïde, dont 
les trois axes inégaux sont r, r', r". Tous les points de sa 
surface ont des températures ûxes etdiverses. Il faut trouver 
une fonction V qui exprime la température des points situés 
à l’intérieur. 

Si l’on prend 

h — ck = vV’ — r'', c — r"-', < 


dans les formules des §§ 80 et 148, il s’agira de déterminer 
une fonction V de (a , (3, y) ; i” qui vérifie l’équation aux 
différences partielles 


rf’V rf-V 

(>) = °’ 


dans laquelle v, p , p , sont les fonctions 


( 2 ) 


v=cA(a), (i = cA,(P), 
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(3) 


J l lit’ 

P=e , 

J h — 

, _ f’ '/? 

*~Jc 


prises pour coordonnées : 2 ° el qui se réduise à unefonetioi» 
donnée F(a, |3) quand f> — r',' ou quand y atteint la valeur 

dp 


r, 


\/p“ — 6’ \j<^ — p’ 

La fonction V étant composée d’une somme de termes 
simples, multipliés par des coefficients d’abord arbitraires, 
ebaque terme sera une fonction isotberme , que les exemples 
précédents autorisent à mettre sous la forme d’un produit, 
U = NiMR , le facteur N ne contenant que la variable « , M 
que/3,R que y. Ce produit étant substitué à V, l’équa- 
tion (i) devient 




Ü~d^ 


I ^ 

R ~df 


et doit être vérifiée. La fonction qui multiplie la différence 
(p* — P*) ne peut contenir que la variable a, celle qui mul- 
tiplie (v* — P*) que /3, celle qui multiplie (p* — v’) que y. 
Or les trois différences, qui sont symétriques, sont telles, que 
leur somme est nulle, et qu’elles donnent encore une somme 
nulle en les ajoutant après les avoir respertivemenl mul- 
pliées par v*,'p’, p*, c’est-à-dire que l’on a identiquement 


(5) 


(p’— P») -t- (v’ — P’) -t- (fi>— v’) = O, 
(pS_ (^3_ p')p»_p. (p’— v’)p2=:o, 
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d’où l’on i-oiiclul ridciilllé composée 

(?’- ['< J -s) ^ ? - ft') =« > 

/i et g étant deux coiislaiites r|uelcoiKjucs. 

§ CXCIIl. 

KQUATIONS DIFFÉHENTIEU.ES DES FACTEURS. 
l/é(|uation (4) sEia donc vérifiée si l’on pose 
/,v= 


(«) 


é(]uations difierentielles qu’il s’agit d’intégrer. 

Si l’on pose , pour simplifier, 

elque l’on prenne resjieetivement pour variablesdes facteurs 
N, AI, R les paramètres géométriques v,g, p, les relations (3) 
donnant 

. I-, / 

JÎTVT d Ii/b'~ s/c^— 'j‘‘ — 

d’N r, ’ rfv 

<S — — = J — v’ » 

rfo* rfv 

; J.,. 

= ’ 

;/R 


dsjf-b^sjf^-c^ — 

c‘ . — yp’ — yp’ — c’ - — 


df " ~ dp 

cl ces valeurs étant développée*, puis substituées dans les 
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équations ( 6 ), préalablement multipliées par c*, on a, en 
changeant les signes de la seronde, 

rf'IN f/N 

(v' — -i- 17 ) — -t-(2ï’ — pv\— = (Av’ — ffc’) K , 

nv' ' ‘ il-j ° 

— ~ +(2fr’— y7fx)-^H = (Atr’ — 

(p< — pp^+r,)~-h(2p^-pp}~ = (Ap= — gc']R, 

équations différentielles identiques. 

§ CXCIV. 

- coïncidences ET PRÉVISIONS. 

Si è était nul, les facteurs M et R étant ceux, P et R , de 
l’ellipsoïde planétaire, la seeonde et la troisième équa- 
tion (^) deviendraient les équations différentielles ( 7 ) du 
§ 173, par le changement de p en X et de g' en P, Si i> était 
égal à c, les faeteurs N et R étant ceux, P et R, de l’ellip- 
soïde ovaire, la première et la troisième équation ( 7 ) de- 
viendraient les équations différentielles (7 bis) du § 183 , 
par le changement de ^ en A — Enfin si 5 et c étaient 
nuis à la fois, le facteur R étant celui de la sphère, la troi- 
sième équation ( 7 ) deviendrait l’équation différentielle ( 4 ) 
du § 163 , en faisant gp = 0 , et h = n (n -j-i). Ces coïn- 
cidences entre les équations différentielles entraînent celles 
de leurs intégrales admissibles. 

D’après cela, comme pour les deux ellipsoïdes de révo- 
lution, les facteurs N, M, R pour l’ellipsoïde actuel se com- ^ 
poseront de la même manière, le premier en v, le second en 
p, le troisième en p. De plus , la constante h qui a toujours 
la môme forme [« (n -f-i) , où n entier] dans les trois cas 
particuliers et extrêmes de la sphère, de l’ellipsoïde plané- 
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taire, de l’ellipsoïde ovaire, doit avoir cette forme dans le 
cas général, et la consianle gc*, qui a des valeurs différentes 
dans les trois premiers cas, reste seule à déterminer. 

Ainsi , dans les équations (7 ) , la constante h est égale à 
« (rt H-i) , n étant un nombre entier. A chaque valeur de n 
doivent correspondre 2.11 -+-i fonctions isothermes de la 
formeU = ]NMR. Comme pour les ellipsoïdes de révolu-' 
lion , les facteurs N, M , R doivent être des fonctions algé- 
briques, entières et rationnelles de degré n , des trois axes 
V, v', v" do l’hyperboloïde à une nappe pour N, p, p', p." 
de riiyperboloïde à deux nappes pour M,"p, p', p" de l’el- 
lipsoïde pour R. 

Conformément à la concordance signalée au § 188 , ces 
fonctions doivent être directement identiques, et chacune 
d’elles sera, soit un polynôme de degré n ayant pour va- 
riable le premier axe, soit un polynôme de degré n — i 
de la même variable, multiplié, ou par le second axe, ou 
par le troisième, soit enfin un polynôme de degré /i — -2, 
toujours de la même variable, multiplié par le produit des 
deux derniers axes; cette dernière catégorie complétant, 
comme on le verra, le groupe des 2 n -)- 1 fonctions iso- 
thermes. Il s’agit de constater que ces prévisions et ces ana- 
logies se réalisent sur tous les points. 

§ cxcv. 

MÉTHODE DE RECHERCHE. PREMIERS FACTEURS. 

D’après l’identité de forme des trois facteurs , il suffit de 
considérer un setil d’entre eux. Adoptons R; la troi- 
sième équation (7), en remplaçant h par n {n -h i) , et 
posant g'c’ = pz, est 

(8) (f‘— — n(«-pi)p>]R=o. 
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Celle équalioh doit aduiclire des \aleuis pailiculières ayuiil 
la forme du polynôme 


(9) 


R = 0 " -tr / | 6"- 




+ -4- k, f«--* + 


Cherchons quelle doit être la loi des coeflicieiils /, pour que 
ce polynôme (9), siibslilué dans l’équation (8), la rende 
identique. Faisant cette substitution, on reconnaît d’abord 
que le premier terme, qui est eu p""''*, disparait de lui- 
môme d’après la valeur choisie pour /i, et on trouve sans 
peineque les termes contenant p avec l’exposant (« — 2 i-|- 2 ) 
SC réunissent avec le coefïicient 

— 2^(2/^-^- l — 1.s) k,->r — (« — 2 J 4 - 

-k-q{n — 2i-4- 4)("~ 

Egalant cctle somme à zéro, on aura 

2j(2«4- I — 1s) k, = p\^z — (n 2 i-+- 2 )’]/-,_| 

' -H 1 / (n — 25 -t- 4 ) (« — 2^ + 3) k,^j 


(10) 


pour la loi cherchée. 

On déduit de cette loi , en faisant successivement 5 = 1 , 


2, 3, 

dans l’équation ( 

10), 

et observant que A'o 

= I et 

que ) 

t_i, At_j, 

n’existent pas, les 

; relations suivantes : 


1 

2(2/» — 

\)k,=p{z — 




1 

1 4(2« — 

Z)kt = p{z — 

(«- 

2)’]Ai -t-7.n(/J — i), 


(.1). 

{ 6 (2/j — 

II 

■<= 

1 

[n — 

^y\k, + q.(n—ll){n- 

-3) A., 

1 

1 8(2» — 

1 

II 

[n — 

b)‘]A3 + y.(«— 4) {n- 

-5)A„ 


La première donnei-a A', ([ui sera du premier degré en z j 
cette valeur, substituée dans la seconde relation donnera A'» 
qui sera du second degré en ces deux premières valeur.s , 
substituées dans la troisième relation, donneront Aj qui 
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scia du troisième degré en ;; ; et ainsi de suite. Tout coeffi- 
cient h, sera donc du degré s en z. 

Mais la série (9) doit être essentiellement limitée ; il faut 
donc que les coefficients h, s'annulent tous à partir d’une cer- 
taine valeur de s. Cela aura lieu, si l’on peut faire en sorte 
que deux coefficients consécutifs soient nuis, car, en vertu 
de la loi (to), si A,_, et Aj_, sont nuis. A, le sera, ainsi que 
tous ceux qui le suivent; ce qui donne deux conditions à 
remplir, et l’on ne peut disposer pour cela que d’une seule 
indéterminée qui est z. Or la relation (10), qui est à trois 
termes, se réduit à deux termes seulement quand s égalcj ou 

— ^ OU puisque alors le dernier terme du second 

membre s’annule, quel que soit A,_, ; l’une de ces deux 
valeurs de est entière, ce sera la première si l’entier n est 
pair, la seconde s’il est impair. ■' 

Dans l’un ou dans l’autre cas, soit a la valeur entière 
de s qui jouit de la propriété de faire disparaître le coeffi- 
cient de Aj_s, dans l’écjuation générale (10) ; cette relation 
donnera alors A, en A,_, seulement, et il suffira que 
soit nul , pour que A, le soit. Posant donc Av_j = o, on aura 
une équation du degré a — i en 2 , et l’une quelconque des 
racines de cette équation jouira de la propriété de limiter 
le polynôme (9) à un nombre <7 — t de termes. 11 sera dé- 
montré que toutes les racines de l’équation A'j_i = o sont 
réelles. 9 

T • / » « ■ ^ 4 • 

Lorsque n est pair et égal a 2t^ a =: — ^ = i H- 2 , et 

<7 — I = f -I- 1 ; l’équation en z est du degré t -4- i ; le poly- 
nôme (9) ne contient que des puissances paires, et son 
dernier terme A,- est constant. Lorsque n est impair, et égal 

. . n ■+■ 3 . . ' , 

a 27 -t- I , (7 = — - — = 7-f-2,et(7 — t = lequation 

en z est du degré y -4- i ; le polynôme (9) ne contient que 
des puissances impaires, et son dernier terme est A/p. 


a 
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§ CXCVl. 

DEUXIÈMES FACTEUUS. 

L’équalioti diilerenliclle (8) doit admettre des valeurs 
particulières ayant la forme 

(!2) R = p',-a, I . 

où est • . 

>‘A ■= p»-‘ + X', p"-’ -t- H- . . . 

-t- p’-=+' -t- p"-«+’ X' P"-’* ■+■ 

On obtient l’équation différentielle que le polynôme A doit vé- 
rifier, en remplaçant, dans l’équation (8), RP®*’ \/p* — 6*. A, 

‘ ce qui donne, par des calculs et des réductions faciles , 

ci^ “R (iSi, 

{?'— + — + 2c^)p]-^ 

-I- [/J 2 — — ( n — I ) ( 71 -f- 2) p’] A = O. 

Substituant le polynôme A, on constate d’abord que le pre- 
mier terme, qui est en p"’’"*, disparaît de lui-mème; réunis- 
sant ensuite les termes en p'*~”+‘, et égalant leur coeffi- 
cient total à zéro, on a 

5» 

I P [2 — ( 71 — 34- — l)’]— c=( 2 /j — 42 -+- 3) jx;_, 

(.3) 

-+- q[n — 22 -+-3) (/I — 22 -f- 2 )X'_j= 22 (a 71 -+- I — 2s) X', 

pour la loi des coefficients qui donnera une suite de re- 
lations semblables à celles du tableau (i i), et d’oii l’on con- 
clura pareillement que A' est du degré 2 en s. 
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I.a liniitalion du polynôme A s’obtient en faisant , dans 

/T, ,, . / 2 -H 3 . 

(id), 5 égal a u , a étant — - — si n est pair, et — - — si n 

est impair; cette valeur faisant disparaître le terme eu 
quel que soit ce coefficient, l’équation (i 3 ) donnera 
enh'^,_^ seulement, et il suffira de poser =o, 

pour que soit nul, ainsi que tous les roefficients sui- 
vants. On aura ainsi une équation en z du degré a ' — i dont 
une quelconque des racines jouira de la propriété de limi- 
ter à a' — I le nombre des termes du polynôme iH, (t 2 ) . Les 
facteurs du premier degré en z qui multiplient A,_, et fi,_, 
dans les deux valeurs générales (10) et (i 3 ) , étant très-dif- 
férents , la nouvelle équation en z sera autre que la pre- 
mière. 

.. I ■ • I « -+- 2 , . 

Lorsque n est pair et égal a 21, u = — - — — 1 -I- i et 

a ' — I = /•, la seconde équation en z est de degré i\ le po- 
lynôme ^ ne contient que des puissances impaires, et son 

dernier terme est Lorsquewestimpairctégal à 2;-f-i, 

a'= ” ^ — y _|_ 2^ et ff' — i = / -f- i; la seconde équation 

2 ' s. 

en z est de degré / -h i ; le polynôme A ne contient qui' 
des puissances paires , et son dernier terme est constant. 

§ CXCVll. 

TROISIÈMES ET QUATRIÈMES FACTEURS. 

L’équation différentielle ( 8 ) doit pareillement admettre 
des valeurs particulières ayant la forme 

(i4) R = p" A = \jf - -I- -I- p-* H- . . . ). 

On reconnaît, comme pour la forme (12) et par le simple 


» 

i 
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changement de en c et dc’c en b , qu'il existera i valeurs 
de cette forme quand n = 21, / -f- i quand n = 2/ -t- i , et 
que ces valeurs correspondront aux racines, en même nom- 
bre, d’une troisième équation eu z, A"»_, = o, différente 
des deux premières. 

Enfin l’équation différentielle (8) admet encore des va- 
leurs de la forme 

(i5) Rrrp'r/'T, 

où T est 

T = P"-’ + /!■, p"-‘ /t, p“-' -h... 

-t- p”-"+' -t- X p"-“ 4 - k, + 

On obtient l’équation différentielle que le polynôme T doit 

vérifier eu remplaçant, dans l’équation (8), R par Icjtroduit 

y'p» — b' — c’T, ce ([ui donne 

tl'T rfT 

( f'‘ — + 7 ) -t- ( 6 — 3/> P ) ^ 

— 2 ) (« H- 3) p>]T = 0 . 

Substituant le polynôme T, on constate la disparition du 
premier terme, et réunissant les termes en ou arrive 

A la loi des coeffieients 

( 2.f (2/l-t-I 2s)Â,—p[(z—l)—(n—2s) (/t — 2i-t-2)]X,_, 

( - 4- 7 (" — 2s-h2){n — 2j-4-t)X,_„ 

d’où une nouvelle suite de relations donnant h, du degré s 
en Z. 

La Innitation du polynôme T s’obtient en donnant à s, 
dans l'équation (16), la valeurG égale à — - — sinestpgir, 

, fl I . . • « 

a — - — SI n est impair, et en prenant pour z ime que!- 
conque des racines de l’équation = o, différente des 
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trois équations précédeminent obtenues. Lorsque n = ii, 

~ « -t- 2 . _ . .... 

E = — - — = / -f- 1 et <3 — I = < , celle quatrième équation 

est de degré /; le polynôme T est à puissances paires et son 
dernier terme A,_, est constant. Lorsque n = aji + i, 

c» I . . Il / . 11 

x: — — ^ _l_ J (5 — I — I équation en z est de de- 

gré/; le polynôme T esta puissances impaires et son der- 
nier terme est 

En résumé , quand l’entier n est pair et égal «à ai , le fac- 
teur Il peut avoir / i valeurs de la forme (9), et t de 
chacune des trois formes (12), (14) et (i 5 ) , en tout 4^+ t 
ou 2« -t- I ; quand n est impair et égal à a/-f- r, le facteur 
Il peut avoir/ -|- i valeurs de chacune des trois formes (9) , 
(i 2) et (i 4 ), et seulement / de la forme (i 5 ), en tout 4 / - 1 - 3 , 
ou encore Les prévisions du § 194 sont donc 

justiliées : pour chaque valeur de l’entier n, il existe a/t-f-i 
fonctions isothermes U=]NMR, où les facteurs N, M, R 
ont les formes indiquées dans ce paragraphe. 

'§ CXCVIll. 

KOR.MES DES FONCTIONS ISOTHERMES. 

Il importe de remarquer qu'ayant donné /» pour facteur 
à Z dans l’équation primitive (8) , il résulte des lois ordi- 
naires de l’homogénéité que si l’on remplace b par cA, ce 
([ui donne 

/» = i’ -h c’ = c» ( I + ^ ’) , q ~ c', 

la ligne c disparaîtra des quatre équations en z,en sorte que 
leurs coefficients ne conliendroiil plus que le module A, et 
son complémentaire A', si l’on juge convenable de l’intro- 
duire pour simplifier ces coefficients. Par la même raison, 
si l’on substitue dans les facteurs N, ^ 1 , R, à chaque para- 
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mètre géométrique , le produit de la ligue c par la fonctiou 
Inverse (A,-, lî,, C,) correspondante, le produit U sera di- - 
visible par c’", et renvoyant ce facteur au coefficient arbi- 
traire, chaque fonction isotherme ne contiendra plus aucune 
ligne, et sera totalement exprimée à l’aide des (A,, B,, C,) 
du module A et de la racine z qui la particularise. 

Par celte transformation , si l’on indique généralement à 

l’aide du symbole un polynème de degré j en A,-, à 

puissances de même parité, et dont les coefficients restent 
les mêmes , quel que soit l’indice / de la fonction inverse, 
les 2 n -h I fonctions isoiherincs de degré n se répartiront , 
comme il est dit plus haut , entre les quatre formes 

.a/"'- 

BE, B, 

A,'""”, 

BB, B, CC, C, . A,|’'~’’ . A>|"“’^ • 

Autrement, les quatre formes générales des facteurs ad- 
missibles N, M, R (savoir; de N si l’indice / est supprimé, 
de M si l’indice / est i, de R s’il est 2) seront 

(18) .V.'"', B,.A.J"~'^ B, C, A,î"~’’- 

§ CXCIX. 

AVANTAGE DES A, SUR LES B„ C,. 

On pourrait pareillement exprimer ces diverses formes 
en introduisant les B, ou les Q au lieu des A,-, dans des 

polynômes qu’on représenterait par les symboles 
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Mais alors les mêmes polynômes correspondant aux trois in- 
dices t, ne seraient pas toujours directement identiques, et il 
faudrait indiquer ceux dont l’identité neseraitqu’indireete. 

L'emploi des polynômes écartant celte complication 

dans les énoncés <|ui précèdent, il en résulte un avantage 
réel que les fonctions inverses A,- ont sur les et les C,. 
Toutefois, l’étude des autres énoncés |)Ourrait conduire à 
des propriétés nouvelles des (A,, B,, C,) ou des in-i-i 
fonctions isothermes. 

§ CC. 

KONCTIONS ISOTHERMES COMPARÉES. 

Les recherches que nous avons dû faire dans le but de 
reconnaître et de définir les 2 n -i - 1 fonclion.s isothermes 
du degré «, appartenant au système des coordonnées ellip- 
tiques (*, (3, y), ont pris un tel développement, qu’il est 
impossible d’achever l’exemple actuel dans celte leçon. Ter- 
minons-la par une comparaison des groupes de fonctions 
isothermes, appartenant à tous les systèmes de coordonnées 
que nous avons employés. 

Dans le système des coordonnées rectilignes ou du prisme 
rectangle, les fonctions isotliermes sont données par l’ex- 
pression 



Les deux premiers facteurs ont seuls la même forme, sans 
être cependant identiques par suite de la diversité de m et 
n. Toutefois, en désignant à la fols par Q(u) le sinus et 
le cosinus d’un arc u, on peut écrire ainsi la fonction iso- 

>9 
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Q(;w.»:).Q («/).Q( vm’-t- 


et les trois facteurs sont raincncs au même type. Leur pro- . 
duit contient deux constantes , (|ui entrent séparément dans 
les deux premiers facteurs, et se réunissent dans le troi- 
sième. 

Pour le système des coordonnées spliériqucs , les fonctions 
isothermes ont l’expression suivante 

Q (/■]-). P (p) .». 


Ici les trois facteurs ont des formes différentes , et il parait 
impossible de les ramener au même type. Leur produit con- 
tient deux nombres constants, qui entrent séparément dans 
les deux facteurs extrêmes, et se réunissent dans celui du 
milieu. 

Pour les deux systèmes des ellipsoïdes de révoluliou, les 
fonctions isothermes ont les expressions 



Dans chacune d’elles , un des trois facteurs a la forme tyj>o 
du prisme rectangle ; lesdeux autresonturte forme identique, 
qui rappelle la fonction P (p). Leur produit contient deux 
nombres constants, qui se réunissent de la même manière, 
dans les deux facteurs identiques, tandis que le troisième 
n’emploie qu’un seul de ces nombres. 

Enfin dans le système des coordonnées elliptiques, l«^s 
fonctions isothermes s’expriment ainsi : 


^(A, B, C).J(A,, B,, C,).;f (A„B„ C,). 


Les trois laclettrs sont des polynômes identiques, qui réu- 
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lùs.seiit et emploient «le la même manière ileux nombres 
eonstanis. 

§ œi. 

ORIGINE COM.MUNlî. 

Si l'on considère que cette dernière expression appartient 
à une infinité de systèmes coordonnés dilTérents, corres- 
pondants à toutes les valeurs du module A , comprises entre 
O et I , tandis que le groupe des ellipsoïdes de révolution ne 
conqirend que les deux cas particuliers aux limites de ce 
module, on peut dire que le système de rellipsoïde à trois 
axes est la source naturelle de toutes les fonctions iso- 
thermes appartenant à des sphéroïdes; que ce type originel 
subit une première déformation dans les ellipsoïdes plané- 
taire et ovaire; puis une seconde dans le système habituel 
des coordonnées sphériques , rjui achève de faire disparaître 
toute symétrie, touU' identité de composition, entre lt“S 
facteurs d’une même fonction isotherme. 

Mais, dans ce système si déformé d<! la sphère , il reste 
encore une trace de filiation, la fonction P(|2), et cette trace 
nous a suffi pour reconstituer le système complet : pour 
retrouver d’abord deux facteurs de mémo forme dans les 
fonctions isothermes des ellipsoïdes de révolution, et recon- 
naître ensuite, par le rapprochement de ces nouveaux 
systèmes , la forme coinplétemetit symétrique des trois fac- 
teurs de toute fonction isotherme appartenant à l’ellipsoïde 
à trois axes inégaux. Je ne sais s’il existe, en mathématiques 
ou ailleurs , un exemple plus remarquable de cette marche 
ascendante, par laquelle on parvient à déduire le cas géné- 
ral d’un cas particulier. 

Remarquons enfin que les neuf fonctions inverses (A,-, 
n, , C, ) , qui toutes résolvent les problèmes d’Euler, d’Abel, 
de Jacobi , à l’aide d’une seule formule jxinr chaque solu- 

'9 
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lion, ramèneiil aussi à une Ibriiie unicjue les trois fadeurs 
de chaque fonction isolhernte du syslcnic des coordonnées 
elliptiques. Une faculté aussi constamment active, et dans 
la théorie, et dans les applications, donne à l'introduction 
de ces fonctions un caractère plus important quecelui d’une 
simple notation. Elle constate que ce sont bien l.à les véri- 
tables fonctions inverses des transeendantes elliptiques de 
première espèce , celles dont il était essentiel d’établir les 
propriétés. Toute atitre peut servir, soit à lever quelque 
difficulté de détail, soit à établir un lien cominode avec la 
méthode des quadratures ; mais ce n’est qu'une fonction in- 
verse intermédiaire, dont l’abandon est itidispcnsable quand 
il s’agit d’énoncer les résultats obtenus. 





I 
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DIX-NEUVIÈME LEÇON. 

J 

Siiilo (lu CAS de UcUipsoïde U Iroif» axes. Koalité det» racine» de» équations 
en s. — Expression de la lemptM’alurc par Iniit ou par deux séries par- 
tielles. — Développement d'une fonction rii série dos (A^., R^, (’J. — Nou- 
velle solution pour la spliere. 


§ a;ii. 

PROl'RIÉTK DES FACTEURS N El AI. 


Les fonctions isothermes de tous les degiés , (|ui appar- 
tiennent au système des coordonnées elliptiques (a,|5,y), 
on t été reconnues et suffisamment définies dans la leçon pré- 
cédente. II s’agit dans celle-ci de terminer l’exemple VII, 
c’est-à-dire de résoudre définitivement le problème général, 
énoncé au § 152, lorsque le corps solide a la forme d’un 
ellipsoïde à trois axes inégaux. Dans celle seconde partie 
d’un même exemple, afin de faciliter les renvois, au lieu de 
commencer une nouvelle suite de numéros d’ordre, poul- 
ies formules et les tableaux, nous prolongerons celle de la 
dernière séance. Commençons parmi Icmme important, 
sur lequel repose principalement la solution dont il s’agit. 

Les facteurs N, M (i 8 ), de toute fonction isotherme ( 17 ), 
sont tels, qu’à chacune des deux limites -iéro et üs de la 

variable a , N ou ~ est zéro , et qu’à chacune des deux li- 


mites zéro et o' de la variable fi, M ou 


-T^estnul. Encllcl, 
ri fi 


pour N, puisque A (o) = O, et que B(ra) = o, le tableau 
suivant(|ui contienllcs quatre formes de la fonction cl celles 



t 
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de sa dérivée, conslate ectte j)roj)riélé ; 



N 


d a 


BC 


f/A 


— CA + B-'C 

— BA.U“-‘>4-C=B 


dK ’ 
dk ’ 


BC — (B’+C^A „a.< +B^ c^ - . 

^ «A 


Quand « = ci, le facteur B annule N dans la seconde et la 

quatrième formes , ^ dans la première et la troisième; 

quand a = o, le facteur A annule N dans la seconde et la 

troisième formes, ^ dans les deux autres , si l’entier n est 
aa 

pair; l’inverse a lieu si n est impair. Pour la fonction M , 
puisque Bi (o) = o, et que C, (o') = o, la propriété énon- 
cée est pareillement constatée par ce second tableau : 


M 

rfM 

, C«) 

5 

d;A, 


c.A,..<’-'^-t-c,B;^^^^’; 

r ■ 0 

1 

J , (»-l) 

-B,A.X^'’~'^+B,c; ; 

» oA, 

B.C,xf'"'’\ 



Aux deux limites, le facteur B, C, annule M dans la qua- 
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Il ièiiic loMiie, et dans la pieinièio; i|iiand j3 = o, le 

fadeur Bi annule M dans la seconde forme et dans la 
* rfK 

troisième; ijuand |3 = cr', le facteur C, annule M dans la 
Irciisièine forme et dans la seconde. 

«P 

IJ’après le leinmc qui précède, si l’on désigne par iV ei 
ou par M et M', deux facteurs dillércnls M ou M, appar- 
tenant à la même forme et .à deux valeurs de n de même pa- 

nie , 1 expression N — INi - 7 — 1 5 ou | M M — U 

\ ti a ' (la / \ dp dp j 

s'évanouii a aux deux limites /.éi'o et 13 ou et', de « ou de j3. 


§ CCIIl. 

RKALITÉ DES RACl.N'ES z. 

Dans ce théorème, les facteurs N et IS', ou M et Al', peu- 
vent a[>parlenir h la même valeur de n et correspondre à 
des racines différentes de la même équation en z. De Là ré- 
sulte nécessairement que toutes les racines des équations 
en Z sont réelles. En cllet , supposons qu’une quelconque 
de CCS équations ait une racine égale à ^ -f- — * » C 

étant réels, le facteur N correspondant sera de la forme 
— Il ^ et étant de nouveaux polynômes en 
(A, B, C) dont les coefficients sont réels. Alais l’exis- 
tence de la racine ^ -f- V — i exige celle de sa conjuguée 
Ç \J — I, car les coefficients de toutes les équations eu z 

sont essentiellement réels; à cette seconde racine corres- 
pondra un nouveau facteur N' égal à Dt — 0 C.' \j — i . Si l’on 
substitue les deux valeurs 3C. -+- yU \j — i et — X'\/ — i à 

]\ Cl N dans 1 expression I IV — ' ^ ) ‘1'^' ® évanouit 
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aux deux limiles de a , elle devient 



fia. 


X 



d’où il suit que l’expression — X ^ doit aussi 

être nulle pour a = o et pour a — cr. 

Cela posé, la valeur N = X + X' — « doit vérifier la 
première équation diirérentielle (6), où l’on remplacera 

d’abord h par n (« -+- 1 ) , ^ par A, g par ^ == (H- A*) z, 
pour y poser ensuite z = ^ ^ — i ; on doit doue avoir 


f/’X 

da‘ 


^/’X' , 


= [«(« +i)A> — {i + />)(ç + ç'v^)K3ï> + x'v^); 


changeant le signe de — t, on aura l’équation que doit 
vérifier IS', et ajoutant, puis retranchant les deux équations, 
il viendra séparément 

■rf'X 

=["("+«) A’- (H-X’)Ç]X + (i+A>)Ç' X', 
=[«(«+i)A’-(i-+.A>)ÇjX'-(i+A’)Ç'Xj 


d’où l’on conclut par l’élimination du binôme en A* 


X' 


,rf’X 


da} 


X 


d3? 


(i 4-A’)Ç'(X’+ Ot,'’). 



Or, si l’on multiplie cette équation parr/a, et qu’ou in- 
tègre entre a == o et a = cj, le premier membre s’é- 
vanouira, car son intégrale indéfinie (X'— — X^^^^ 

\ du dix ) 

est nulle aux deux limites, comme on vient de l’établir, on 
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aurnit donc 

X ts 

condilîoii impossible, si n’est pas zéro, car l’intégrale 
déCnie, dont les éléments sont essentiellement positifs , ne 
saurait être nulle. Ainsi les équations en z n’ont pas de ra- 
cines imaginaires. 

§ CCIV. 

FOR.ME UE L.\ FONCTION V. 

Il s’agit maintenant de composer la fonction V . Les quatre 
formes (17) des fonctions isothermes de degré // , ou du 
terme simple, étant symétriques par rapport aux trois in- 
dices des fonctions inverses, on peut les écrire ainsi : 

(19) ncx<*-u, 

le symbole II indiquant le protluit de trois facteurs poly- 
nômes composés de la même manière, le premier en 
(A, B, C), le second en (A,, B,, C,), le troisième en 
(A,,Bj, C,). Alors, séparant les groupes de termes qui 
correspondent aux valeurs paires 2 i et aux valeurs impaires 
ij-hi de l’entier /i, la fonction V se composera de huit 
séries partielles , et l’on aura 

(20) V = 

SG n -4- SK II B - 4 - SH n ) -I- SL n B 

-H sgnc.i.(v)+. sacnCB,L(’‘-»)+ s^nc.b("-')-4-S4(^nCB.uv-'), 
chaque sommation S s’étendant à un nombre infini de va- 
leurs de «, et au nombre limité de racines z qui corres- 
pondent à ces valeurs. Par rapport à la coordonnée 7, les 
quatre séries de la première ligne sont des fonctions 
paires, celles de la seconde sont des fonctions impaires, 
car la fonction inverse C, est facteur dans tous leurs termes. 
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RelalÂetneiil à la coordoniice a, les deux jireiiiières séries 
de chaque ligne sont des fonctions paires, les deux der- 
nières sont impaires, par le facteur A. Enfin, relativement 
à la coordonnée (3, la première et la troisième série de 
chaque ligne sont des fonctions paires, la seconde et la 
quatrième sont impaires, par le facteur B,. 


§ ccv. 

ÉQUATIONS A LA SURFACE. , 

La dernière condition du problème proposé exige que la 
série totale (ao) se réduise à une fonction donnée des coor- 
données « et P, quand p = r, ou quand y atteint la valeur 

Cette fonction donnée est né- 


Je i/o» J 


Je Jp’ — 6 ' — c- 

cessairement double, ou composée de deux fonctions sim- 
ples, qui peuvent être très-différentes : l’une F (a, (3) re- 
présente les températures fixes, à la surface de l’hémi-cllip- 
soïde supérieur, ou correspondant à la valeur positive -f- 
de la coordonnée y , 1 autre (a , jS) représente les tempé- 
ratures fixes , a la surface de l’hémi-cllipsoïde inférieur, 
ou correspondant à la valeur négative — y„ de la coor- 
donnée ■/. Ainsi V(ao) doit se réduire à F(«,|3) pour 
y = 4-y„, et à J (a, (3) pour y z=— y„; d’où l’on conclut 
aisément que la première ligne (ao) doit se réduire à 


F(«. P) 


(ai) 

J. 

et la seconde ligue à 




= /{“. P). 


•quand la transcendante y devient yo. On a donc à établir les 
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lieux iileiililés 

(23) f'(“.p) = 

SG n' + SK II' B 4- SU n' ,A,(V+') + SL ll'B .U’*-'), 

/(«.P) = 

sg n'c,i,iv)-hSacn'CB-A.<’— ’>4-S5n' c-a.<’‘-'>+ s cb 

' où chaque produit 11^ ne contient plus que deux facteurs 
Fun en «, l’autre eu (3; le facteur en y, devenu constant en 
7 o> étant maintenant compris dans le coefficient, qu’il faudra 
conséquemment diviser par ce facteur constant, avant de 
substituer sa valeur trouvée dans V ( 20 ). 


§ CCVI. 

ISOLEMENT DES SÉRIES PARTIELLES. 


On peut isoler chacune des séries partielles (aS), de la 
manière suivante t ^ une fonction de ot et(3, 

donnant aux variables des valeurs positives, comprises 
entre o et ro pour a, entre o et cf pour |3 , soit posé 

#(— a, P) = 



Si # est F , ou .d , les F, , ou les J, , représentent les tempé- 
ratures fixes aux différents points des quatre triangles curvi- 
lignes, découpés sur la surface de l’hémi-ellipsoïde supé- 
rieur, ou inférieur, par les plans des sections principales i 
températures qui sont directement données en fonction des 
valeurs absolues des paramètres tbermométriques « et (3. 
Si i est f, ou y, les f,-, ou Icsy, seront respectivement les 

demi-sommes — '-^1 ou les demi -différences '» de 

2 2 


ces températures fixes et données. 
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Si l’on considère inainicnnni la fonclion connue étant 
< oinposéc de quatre parties : la première paire en « et en (3, 
la seconde paire en a impaire en |3, la troisième impaire 
en a paire en (5, enfin la quatrième impaire en ce et en |3 ; 
ces quatre parties , exprimées par les ( 24 ) seront 

^ I “H 3 d" d" ^ ( 

, » 

d 


(a5) 


ÿ, _ f,, 4- 

4 

^ I d“ ^ I — fïj — ^ i 


4 


i . 

fl -J 


■ âi 




> 4 

Si ^ est f ou y, ces expressions ( aS ) seront les quatre parties 
de la fonction f, ouf, et il suffira que les quatre séries par- 
tielles de la première ligne (aS) , ou de la seconde, soient 
respectivement égales à ces expressions, entre les limites , 
O et CI de « , o et a' de j3, pour que leur somme soit le 
développement de la fonction f(a, (3), ouf (se, (3). 

La détermination de la série générale V (ao) est ainsi ra- 
menée à celle des coefficients de huit développements de la 
forme 


(a6) 


I V. 

2 


où le premier membre est l’une quelconque des séries par- 
tielles (a3) ; chaque produit n 'étant remplacé par ses deux 
facteurs, N en a, M en (3 j le double indice, donné au 
coefficient F, indiquant la valeur de n, et la racine z, qui 
particularisent le terme que multiplie re coefficient; le pre- 
mier sigma embrassant tous les entiers pairs, ou tous les 
entiers impairs, compris entre zéro cl l'infini; le sigma su- 
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boi'iloniié coDiprcnaiil un nombre limité tie lermo.s, égal 
au degré d'une seule des (jiialrc équations eu s qui eorres- 
poiideiU à chaque valeur de u. 


§ CCVII. 

ï 1 1 É O R t M lî F 0 N n A M F, N T .A L . 

Dans le développement partiel ( 26’) , quel qu’il soit parmi 
les huit, tous les groupes NM, ainsi que la fonction 0 , ont 
la même parité en a, et la même parité en /3 ; la propriété 
signalée à la fin du § 202, est donc applicable à deux fac- 
teurs quelcompies N et I\ ', ou M et M', pris au hasard dans 
les termes du premier membre. De là résulte un théorème 
général, applicable aux huit développements partiels, et 
que l’on peut démontrer, sans spécifier celui d'entre eux 
que désigne ré*quation (26). 

Soient NMet N'M', deux termes dillérents de la série (26). 
n et«', les valeurs de l’entier n, rets', celles de la constante 
Z qui leur correspondent ; les polynômes N, M , N', M', vé- 
rifieront les quatre équations dift'érentielles 

= [n { « 1 ) — ( I +• /- ) 3 ] N , 

^ ~ ’ 

= [( I -H 3' - «'(«'4- 1 ) -AÎ ] M' , 

données par le»’ deux premières (fi), et d’où l'on conclut 
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1 


d-‘ N' , f/’ N 


(i -t- / ')(z — z') NN' — [«(« 4- i) — n' («' -f- i)] A’NN', 




d^- 

[«{« + i) — n'( n' + i)] A{ MM' — (i -H ^')(2 — ^') MM'. 

Or si l’on multiplie respectivement ces deux équations par " 
da, f/] 3 , et qu’on intègre entre les limites, o et cr de a , 
o et üs' de j 3 , les premiers membres , dont les intégrales in- 

/„rfM' „,rfM' 

definies sont ( b— N ) j ( ^ 

\ d a da./ \ ftp ftp 

nouissent aux limites, § 202, et l’on a 


5 s eva - 


(27) 


r°A’NN'f/a 

Jo 

z={i^Â^){z~z') r^^NN^/a, 

Jq 

(,h-X2)(z— z') f mi'd^ 

Jo 

= [«(/! + r A]MMVp_ 

* J^ 

Si aucun des deux facteurs [«(m-4-i) — n' + 

[z — z'), n’est nul, multipliantjrune par l’autre les deujt 
équations {27), membre à membre, réunissant ensuite les 
deux intégrales doubles dans le même membre, et divi- 
sant par le produit (i-f-Â’)[n (n -i-i) — n' {«'-(-1)] (= — z'), 
qui n’est pas nul par hypotbèse, on aura 

(a8) r° r ” (AJ— A’)MNM'N'f/arfp = o. 

Jo Jo 

Si n' = n (n -|-i) , sans que (z — z') soit nul , 
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les é<[ualiüiis (9.7) duniieul 

J /*u r*u' 

I NN^/a=:o, / MM'r/p = o, 

O •/O 

d’où l’on conclut 1 identité 

(29) f m'r/a. f A^MMVfi— I MlMVp. / A»NN'f/a; 
t,'o «/o «/O */o 


c’est-à-dire encore l’équalion (aSj.Knfin, s’il peutarriver 
([ucs'=3 sans <[iic soit nul 

(«■’est-à-dire i|ue les équations en z, coiTcspondant à des 
valeurs diirérentes de «, aient des racines communes), les 
éi|uations (27) donneront 

A’NIN'da = o, j ° A] mi',/p = o, 

«/O 

d'où l’on conclut encore l’identité (ay) , ou l’équation (a8). 

Ainsi , excepté dans le cas où n‘— , et z' =z », à la 

fois, l’équation (28) a lieu. 

§ CCVlll. 

DÉVELOPPEMENT PAUTIEL. 



Le théorème important (28) permet d’isoler chaque 
coellicient du développement (26) : 011 multipliera cette 

équation (26) par le facteur (A) — A*) MiN dx , et inté- 
grant entre les limites o et u de a, o et 13' de [ 3 , tous les 
termes du premier membre disparaîtront, d’après le théo- 
rème (28), à l’exception de celui qui correspond à l’entier ii 
et à la racine z que l’on a choisis, et l’on aura 


( 3 o) 


f" /’"<î.(a,p) (a;— A’)NM rfarf(î 
(«) ' O *0 


r; ' = 


r" / A’)N>MV/ac/fl 

* « 
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Tiaiisporlaiil aux facteurs 1 \ et M les indices de la con- . j 

slanle, indiquant les variables et remplaçant a par 0, (3 par 
sous les intégrales délînies, on aura 

f" /"<i>(0 ,» [a; (^)- A’( 9)] Nf’ (9) (•» dedJ, 

■ yC) _ “ O 

' O ‘o 

Cl avec cctic valeur, la double série (26), mise sous la forme 

n=x> 

{ 3 .) .^(«,p)=2 (2 

n=o s=f, 

donnera le développement de l’iinc quelconque des rjualre 
parties de la fonction f («, ( 5 ) ou /(a, / 3 ) (ad), à l’aide des 
fonctions inverses des transcendantes oc et | 3 . Les facteurs 
]\, M, de chaque terme de la série ( 3 i) sont deux poly- 
nômes do degré 7/, .composés de la même manière, le 
premier en (A, B, C), le second en (A,, B,, C, ), sous runc 
des formes (18), la même pour tous les termes. Le sigma 
principal embrasse tous les entiers pairs ou tous les eutiers 
impairs ( ompris entre zéro et l’infini. Les indices du sigma 
subordonné supposent que, pour chaque valeur de n, les 
7 z'-t-i racines, toutes réelles, et rangées par ordre de 
grandeur, de la seule des quatre équations en z qui soit em- 
ploj'ée, sont désignées par ^o) ^i, «î, ils indi- 

quent que ce sigma comprend les 7 j'-t- i termes correspon- 
dants à ces racines; l’entier n' prend les huit valeurs 
« n I « I 7< 2 72 I 72 2 72 2 72 3 

— > 9 J , et 9 9 ) — - - — , 

3 t 2 2 2 2 2 2 2 

(piand la formule ( 3 i) est successivement appliquée aux sé- 
ries partielles de f(5:, ( 3 ), et à celles dey (sc , { 5 ) ( 23 ). 

§ eCTX. 

PREMIÈRE FORME DE LA SOLÜTION. 

.Si l’on désigne p.ar B^"'(y) le facteur en y de la fonction 



> Digiiized by Google 



! 


stn LFS fonctions inverses, etc. 3o5 

isolherme qui a donné la partie variable do chaque terme 
du développement (3i), il faudra diviser le coefficient 

r^"^(3o) par R|"^(7 o)) pour en déduire le coefficient du 

terme ayant les mêmes indices, dans celle des séries ( 20 ) à 
laquelle répond ce développement; terme qui contiendra 


en outre le facteur Autrement, si l’on donne à 

chaque terme du développement (3i), le nouveau façleur^ 



obtiendra 


une des huit séries partielles de 


V ( 20 ). Toutes ces séries seront donc complètement déter- 
minées, en prenant successivement pour <î>, sous les inté- 
grales doubles, les quatre valeurs ( 20 ), exprimées par les f,, 
puis par les y); fonctions partielles dont la formation, à 
l’aide des fonctions données F et .1 , a été suffisamment in- 
diquée au § 206. 


§ ccx. 

SECONDE FORME DE LA SOLUTION. 


Cette première forme de la solution complète du pro- 
blème proposé a l’avantage de montrer de quelle manière se 
compose, avec les températures données, chacune des huit 
séries partielles de la fonction V ^20 mais on peut don- 
ner à cette solution une seconde forme plus concise , et qui 
la rapproche de celle de la sphere. Les éléments des inté- 
grales doubles qui composent le coefficient P“’(3o) sont 
des fonctions paires en a et en /3 ; on peut donc étendre les 
limites des deux intégrations de — ta à -f- ct, de — ra' à 
-I- c', ce qui ne fera que quadrupler à la fois le numérateur 
et le dénominateur. Alors on pourra ajouter a qui est une 
des quatre parties (sS) de f ou dey', les trois autres parties 
dè la même fonction ; car elles disparaîtront d elles-mêmes 

20 
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par la double inlégratiun , comme ii’ajoiUaiU à rélémciit 
<jue des fondions impaires, soit On a , soit en /3, soit en a cl 

cil (3. De là résultera que le coefficient aura la même 

forme pour les quatre développenùcnts partiels (a^) de la 
même fonction f(a, jS) on /"(a, |3). On est ainsi conduit è 
la solution suivante : 

Conservant les lettres N, M pour désigner les facteurs des 
^leux* premières formes (i8), soient représentés par 3K.' 
ceux des deux dernières, quelle que soit d’ailleurs la parité 
de l’entier n; les développements (a3) s'é<'riront ainsi : 


F(a,p) + 3(g,p)_ 


y=f(a,p)=2(2;“:"’™)' 


( 32 ) 


|f(«, ^)- 


«=» 




les valeurs générales des coefficients seront 


I f(a,p){A;— A>)NM^/a 

a' •/— cr 




/ / (A; — A*)N’MV/ar/p 

(33) \ 

f °/(a, p)(A^ -A») ataUrfarfp 

y-,(ri) •/ — ct' J — rs 

{* ■ ■ ■ • ' ' - ■ — - - « 

y^-4-C 

I I (A’ — A')3î,’0n.‘rfarfp 


et, si l’on désigne par R et •'ft., les facteurs en y conjugués de 
ceux N et X en or, M et 3TL en (3, la fonction cherchée V 
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prendra la foi inc 

. (34) v=f[2c;-> x(.)] 

n=o 

où les deux sigmas subordonnés se partagent les 2 «-|-i , 

fonctions isothermes, correspondant à toute valeur de « ; 
chacun d’eux employant les racines de deux des quatre 
équations en z. 

§ C.CXI. 

NOUVEI.I.K SOLUTION POUR LA SPHÈRE. 


Dans l’exeniple IV, qui concerne la sphère, si les tem- 
pératures fixes de la surface étaient données j)ar une fonc- 
tion compliquée delà longitude et de la latitude, et an 
contraire par une fonction simple dt-s coordonnées («,/S) 
du système général défini au §103, il serait préférable 
d’exprimer la température V dans ce même système. Cette 
nouvelle forme de la solution pour la sphère se déduit de 
celle (34) pour l’ellipsoïde à trois axes, en remplaçant les 

facteurs en y par 
«=» 

(35) v=2 (j)"; 

n—o 


(;) ’ q»’ 


donne Immédiatement 


d’après le procédé de transformation tant de fois employé 
et que trace le § 103. > 

En réalité, le groupe [(3a), (33)] donne une infinité 
de développements différents, qui appartiennent respec- 
tivement à toutes les valeurs possibles du module k. La 
série V (34) est exclusivement fondée^sur celui de ces déve- 
hapjiementsqui correspond à l’ellipsoïde considéré. Mais la 

. 20 . 
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série V (35) peut les employer tous suceessivcmenl ; et s'il 
s’agit de la même sphère, des mêmes températures fixes à 
sa surface, données par des fonctions f et/ différant avec le 
module ou avec le système des fonctions inverses, l’identité 
nécessaire de toutes ces expressions de V exige que la paren- 


thèse qui multiplie ait identiquement la môme valeur 


dans toutes les séries. Ce qui conduit à des relations entre 
les fonctions isothermes des divers systèmes ellipsoïdaux; 
relations ([ue la sphère, ou l’asymptote commune à tous ces 
systèmes, devait et pouvait seule établir. 
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VINGTIÈME LEÇON. 


Fioi>riùtcs de la solution trouvée pour le cas de rollipsoidG à trois axes, 
Surfaces isothermes algébriques. — Classement des développements en 
séries. Questions relatives aux fonctions isothermes. du système ellip- 
soïdal. 


§ CCXII. 

PKOIMUÉTÉS CARACTÉUlSTiyUKS. 

L’objet de cette dernière leçon est de signaler les pro- 
priétés caractéristiques et distinctives des développements 
en séries appartenant au système ellipsoïdal. Voici d’abord 
la plus remarquable. 

Si l’on rapproche les formules { 20 ) du § 167, qui expri- 
ment les coefficients généraux des développements en sé- 
ries^ relatifs à la sphère et aux ellipsoïdes de révolution, 
des formules (33) du § 210, qui donnent les coefficients des 
séries relatives à l’ellipsoïde à trois axes; on remarque que 
dans les premières le dénominateur est le produit de deux 
intégrales définies simples, qui sont Wj, c’est-à-dire tt ou 

et p)*Mont la valeur (3i), §171, est un produit de frac- 
tions numériques; que dans les secondes le dénominateur 
est exprimé par une intégrale définie double, qui n’est pas 
le produit de deux intégrales définies simples. Tout porte- 
rait à penser que l’intégrale double, dont il s’agit, doit s’ex- 
primer à l’aide des deux nombres us et ta', au lieu de tt. Or 
il n’en est pas ainsi ; car, comme ou va le voir, le nouveau 
dénominateur n’introduit aucun nouveau nombre trans- 
cendant ; il est définitivement égal à n , multiplié par une 
fonction rationnelle et entière du module A et d’une des ra- 
cines s. Cette forme impi'évue, ce retour inespéré au seul 
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numbre z, celle espèce de refus d’amener de nouvelles 
complicalions , conslitucnl Je caraclère le plus important 
de la solution générale qui nous occujje. 


§ CCXIII. 

FORMULES DE RÉDUCTION IDENTIQUES. 
Soit proposé d’évaluer l’intégrale définie double 


(•} 


n e 


(A] — A’) f/a f/p, 


dans laquelle et sont des polynômes identiques, l’un 
en A*, l’autre en A|. Le produit AA, Aj est une fonction 
isotherme du système ellipsoïdal, laquelle correspond à 
n =1 et à la racine a = i ; substituant ces valeurs de n et z, 
et remplaçant N par A, M par A, dans les premières for- 
mules du § 207, il vient 


(*) 




1 

\ 


-ip- 


: (i-t-/’) A, — aAj, 


équations différentielles dont l’établissement direct est 
d’ailleurs facile. Maintenant, /étant un entier positif quel- 
conque, multiplions respectivement les équations (a) par 

A*'+‘ fia, et par A’’"’'' fi (3; intégrons entre les limites, o 

et ta de a , et o et ta' de /3 ; les premiers membres seront , à 
l’aide de l’intégration par parties, • 


(3) 




' I 


' iitted I 1 k 


sm LliS I-ONCTIOIVS VERSES, ETC. 3îl 

Or on a , d’après les tableaux (5) et (6) dù § 37, 


d’où il suit que les parties iutégi'ées des expressions (3) 
s’évanouissent aux limites des intégrations : la première, 

[)our ce — O par A , et pour a = tes par B fac:teur de ’ 

la seeonde, pour |3= o par B,, et pour (3 = et' par C,, tous 

deux facteurs de Substituant alors sous les intégrales 

définies (3) les valeurs (4) des carrés des dérivées; égalant 
aux intégrales des seconds membres (a), et réunissant, on 
a, entre o et ci pour «, entre o et c' pour ^ , 


(5) 


/■ 


2 / 4-3 


-4-/‘’) sri '■/ A”rfa, 


f ’-TTî*'/ 

formules de réduction identiques. 


§ eexiv. 

FOUMÜLES GÉNÉRALES D'INTÉGRATION. 
Avec ces formules (5), si l’on pose 


( 6 ) 


CT 

= / Ajf/p = w', 

0 V o 
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on aura d’abord, pour i = o, 


J' A* da — — -X’. CT, 

J' AJ<Xp = -(i 4- X’).w' — jX’.o', 


puis, faisant successivement «== i, a, 3,..., et substituant 
à chaque fois, dans les seconds membres, les résultats pré- 
cédemment obtenus, on arrivera toujours à des couples de 
valeurs ayant la fornie 

A’/ da = g .oi — /t.u , 

= g. cr', , . 



où , 1 entier j étant le même dans les deux équations , ^ et A 
seront les mêmes fonctions entières de A’. 

Par ce premier théorème, et d’après l’identité de forme 
des polynômes X et A., , on aura 


= G.w — H. 


( 8 ) 


\iy 

I J* ^ ^ ^ G.o>' — H . tu'. 


car les premiers membres seront des sommes identiques, ou 
avec les mêmes coefficients, d’une suite d’intégrales défi- 
nies des formes conjuguées (7); et G, H seronHes mêmes 
fonctions de A* et des coefficients des (X, X,), dans les deux 
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«({uations ( 8 ). On aura pareillement 

A' A, (la =^Ç.u — 5 . 01 ) 

A:=.l,,rfp = Ç.<-'-5.o'; 

(J et 5 étant d’autres fonctrons entières de A:’ et des coeffi- 
cients des (,. 1 ,, A,,), qui seront encore les mêmes dans ces 
deux équations ( 9 ). 

§ ccxv. 

DISPARITION DES NOMBRES TRANSCENDANTS. 

Or, si l’on retranche du produit de la seconde ( 9 ) par 
la première ( 8 ), le produit de la seconde ( 8 ) par la pre- 
mière ( 9 ) , il vient 




'"(a; — A’) .UA, dp = (5G — ÇH) 


et puisque 

ta' a — J' J' (Aj — A’)dadp = — » 

d’après le § 104, on peut écrire pins simplement 

(10) f° r°(A] - A=).AJt„dadp = 7 r.r, 

Jo J 0 


r étant une fonction entière de A* et des coefficients des 
polynômes ( A. , A , ) . 

Sous les intégrales doubles qui servent de dénominateurs 
aux valeurs ( 33 ) du § 210, les produits N* M*, 9R.* ont, 
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dans tous les cas, la forme supposée du produit XA.,. Doue 
chacun de ces déiiouûhateurs sera, d’après la formule (lo), 
le produit de n par une fonction entière du module k et 
d’une racine z. C’est ce qu’il fallait démontrer. 

Ainsi, par la doiuble intégration et par la forme du facteur 
(A* — A’) dad^, le dénominateur du coefficient général, 
dans le développement en série appartenant au système 
ellipsoïdal , se trouve dégagé , non-seulement des nombres 
transcendants t? et ta', mais aussi des autres nopibres (i> et 
o>' (6), qui appartiennent aux transcendantes elliptiques de 
seconde espèce. Fait analytique très-digne d’étre signalé, et 
qui pourrait, A lui seul, expliquer la forme essentielle de la 
solution trouvée. ' 


§ CCXYl. ,• 

LIMITES DES COORDONNÉES (a, P, 7). 

Le but principal des dernières leçons était de constater 
que les fonctions inverses (A,, B,-, C,) jouissent de la'pro- v 
pricté de composer des séries capables de représenter des 
fonctions données, aussi bien que les sinus et cosinus. Ce 
but est atteint et même dépassé, car il eût suffi d’établir 
une seule de ces séries nouvelles. On pouvait supposer, par 
exemple, que les températures fixes à la surface de l’ellip- 
soïde étaient distribuées symétriquement, et de la même 
manière, sur les buit triangles curvilignes découpés par les 
plans orthogonaux des sections principales. Ce qui eût ré- 
duit la fonction V ( 20 ) du § 204 à sa première série par- 
tielle, et le développement (3 1 ) du § 208 à celui de la fonction 
paire en « et en |3, représentant à elle seule toutes les tem- ' 
pératures données. Mais en restreignant ainsi la question 
posée dans le dernier exemple, comme dans le troisième 
concernant le prisme rectangle, on passait sous silence une ' 
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circonstance remarquable que présente l’emploi des coor- 
données thermomélriques (a, (3, y). 

Quand il s’agit de la sphère ou des ellipsoïdes de révolu- 
tion, en faisant varier l’angle azimutal des plans méridiens 
de o à a ît , et de — i à -+- 1 , on atteint tous les points de 
la surface du corps sans faire intervenir la troisième coor- 
donnée. Quand il s’agit de l’ellipsoïde à trois axes, les li- 
mites naturelles des coordonnées, qui suffisent pour assigner 
tous les points de l’espace, sont — cj et -t- cy pour a , — cr’ 
et -4- cr' pour |3, — cj et ra pour y. Faut - il troubler 
cette symétrie, qui s’accorde si bien avec celle des fonctio'hs 
inverses et celle des fonctions isothermes, afin de pouvoir 
représenter tous les points de la surface du corps à l’aide 
de deux coordonnées seulement, en faisant varier a de o à 
4 CT et |3 de — cr' à -H cr', ou bien de — o à -|- u et (3 de o 
à 4 ci', et n’admettant que des valeurs positives de y? Alors 
lequel choisir des paramètres a et |3 pour l’assimiler à la 
longitude? 

Il était utile de montrer comment on évite ce trouble et 
ce choix embarrassant : les §§ 205 et 206 dévdoppent la 
méthode qu’il faut employer pour cela. Il est d’ailleurs évi- 
dent que si l’on adoptait une autre méthode ou d’autres 
limites des variables, lors des doubles intégrations, les va- 
leurs numériques des coefficients seraient identiquement les 
mêmes; car, quoiqu’il soit, le procédé d’élimination qu’on 
emploie pour isoler chaque coefficient ne peut altérer la 
seule fonction V qui remplira toutes les conditions impo- 
sées. 

Si l’on considère les variables dans cette fonction môme, on 
remarque d’abord que la valeur absolue de y, paramètre des 
ellipsoïdes isothermes, ne peut dépasser y» qui appartient à 
la surface du corps , autrement la série V deviemlrait diver- 
gente. Quant aux paramètres « et/3, ils n’ont pas de limites 




010 ■> LEVONS 

nécessaires; mais s’il arrive qu’une suite de valeurs don* 
nées à l’une de ces deux variables répondent au même 
.point du solide, il faut que la fonction V soit la même pour 
toutes. Or le système des coordonnés thermométriques 
(a, (3, y) est tel, qu’on revient aux mêmes points en aug- 
mentant a de 4 w ou /3 de 4 c/, on pouvait donc prévoir que 
ces variables n’entreraient dans V que sous les fonctions in- 
verses ( A , B, C), (A,, B,, C,). 


§ CCXVII. 

SÜRF.\CES ISOTHERMES ALGÉBRIOUES. 

Les surfaces isothermes, que l’on obtient en égalant à des 
constantes les fonctions isothermes de degré» du 

système ellipsoïdal, sont toutes des surfaces algébriqùes. En 
eÛ'et, les formules de transformation (3) , § 81, donnent 

( kx 
AA| A, = — » 

c 

BB.B, 


I CC,C,=:— , 

. C 

et les A’ étant les trois racines de l’équation 


1 1 

A’ ^ a; — A’ 


"qui est, en la développant 


\ c’ / • c’ 
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OU a les relations connues 

I A’ -t- AJ A’ 

Aj Aj-(-AjA’+A’AJ 
A’AJ AJ 

d'où résulte, comme l’on sait, que toute fonction symé- 
trique S de (A*, AJ , AJ) sera exprimable algébriijuement 
à l’aide des seconds membres des équations précédentes. 

Or, en supprimant les facteurs constants , les quatre 
formes ( 17 ), § 198, des fonctions isothermes du .système 
ellipsoïdal, exprimées en a), seront, d’après Ips rela- 

tions (il) ; la première une fonction .f, multipliée par j: ' 
si n est impair, par l’unité s’il est pair; la seconde une fonc- 
tion .f, multipliée par xy si n est pair, par y seul s’il est 
impair; la troisième une fonction .f, multipliée par si n 
est pair, par z seul s’il est impair; cniln,la quatrième une 
fonction ^ multipliée par 3Cyz si n est impair, parj^z seule- 
ment s’il est pair. Toutes ces fonctions isothermes seront 
donc algébriques en (x, y, z), et de plus rationnelles et 
entières. 

Ainsi, dans le système des coordonnées ellipsoïdales et 
tbérmométriques (a, (3, y), qui sont transcendantes, les 
fonctions isothermes s’expriment algébriquement; et, dans 
le système des coordonnées rectilignes et thennométriques 
(x,y, z), qui sont algébriques, Icsibnctions isothermes 
sont transcendantes. Cette réciprocité n’est-ellc que cu- 
rieuse ? Ne serait-elle pas l’indice d’une loi générale ? Quoi 
qu’il en soit, elle sépare très-nettement les développements 
en séries appartenant aux systèmes ellipsoïdaux, y compris 
la sphère et les ellipsoïdes de révolution, de ceux qui con- 
cernent le prisme rectangle, et les polyèdres en général. 



■ -Digitized by Google 


X* -4- 5 * 




(i -t- X-)x’-+- r’-(- k‘‘ z‘ 


A’.r^ 

f’ 



3i8 


LEÇONS 




II existe une autre différence caractéristique, entre ces 
deux classes de développements en séries. Dans celle qui 
provient du prisme rectangle, il n’y a réellement que des 
développements simples ou d’une seule variable, qui, par 
leur superposition, soit successive dans un ordre indiffé- 
rent, soit simultanée, conduisent aux développements des 
fonctions de plusieurs variables , comme on l’a vu dans 
l’exemple ni. Le théorème fondamental (9), § ISS, qui suf- 
fit à tous, consiste en ce que, X et étant des facteurs 
.d’une Seule variable, pris dans deux fonctions isothermes 
différentes, leur produit, multiplié par la différentielle de 
la variable, ou par l'élément linéaire, puis intégré entre 
les limites de cette variable, donne une intégrale définie 
simple, qui est identiquement nulle. 

Dans la classe provenant de l’ellipsoïde à trois axes, les 
développements sont essentiellement à deux variables * 
et/3. Le théorème fondamental consiste en ce que, NM et 
N' M' étant les produits partiels des facteurs en o et en (3, pris 
dans deux fonctions isothermes différentes , leur produit to- 
tal , multiplié par (AJ — A’) , ou par l’élément de 

surface de la sphère de rayon i, § 104 , puis intégré entre 
les limite? des deux variables, donne une intégrale définie 
double, qui est identiquement nulle. 


§ CCXIX. 

EXCEPTION RELATIVE AU SYSTÈME SPHÉRIQUE. 

Les cas extrêmes de la sphère et des ellipsoïdes de révolu- 
tion font exception. Les développements en séries qui en 
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pi'ovieniienliic sonique la superposition du développement 
simple dû au prisme rectangle, qu’introduit la famille iso- 
therme des plans méridiens, et du développement, simph; 

aussi , en série des fonctions P*"' (p). Pour ce dernier, le 

théorème fondamental consiste en ce que , P et P' étant deux 
■facteurs en p seul , pris dans deux fonctions isothermes dif- 
férentes, mais correspondant au même entier/, leur produit, 
multiplié par dfx, puis intégré de — i h -f-i, donne une 
intégrale définie' simple, qui est identiquement nulle. 

Il faut remarquer que cette superposition , quand elle est 
successive, doit se faire nécessairement dans l’ordre di? 
l’exemple IV, On ne pourrait pas finir par le développement 
en cos /(|/ et en sin et commencer par le développement 

en P)"’ (p) ; à moins que le nombre / ne fût nul , mais alors 

la fonction à développer n’auràit d’autre variable que p. Il 
serait au contraire impossible de développer celte fonction , 
si elle ne contenait d’autre variable que l’angle azimuial 
des plans méridiens. 

Quand la superposition est simultanée , le théorème fon- 
damental cstcelui-ci : les produits partiels P*"^ (p) Q (/<p) , 

P*"^ (p) Q(/^<|<) , différant par l’un des indices / cl n, ou 

par les deux à la fois, leur produit total, multiplié par r/p 
ou par l’élément de surface de la sphère de rayon i, puis 
intégré entre les limites de p et de' , donne une intégrale 
double, qui est identiquement nulle. C’est exactement la 
loi du système ellipsoïdal. 

Ainsi, pour isoler le coefiicienl général de la double série, 
si l’on emploie fa superposition successive, l’ordre de suc- 
cession n’est pas indifférent, comme dans le système des 
coordonnées rectilignes; et si l’on emploie la superposition 
simultanée, c’est comme si l’on appliquait la méthode de 
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l’ellipsoïde à trois axes. L’exception est donc fort inconi-, 
plète, et l’on peut dire que les développements en séries, 
provenant de la sphère et des ellipsoïdes de révolution , ap- 
partiennent beaucoup plus à la seconde classe qu’à la pre- 
mière. On reconnaît facilement que la méthode d’élimi- 
nation, si fréquemment employée par Laplace dans la 
Mécanique céleste, se ramène à celle de la superposition 
simultanée. 

§ eexx. 

QUESTIONS SUR LES FONCTIONS ISOTHERMES. . 

Les fonctions isothermes du système ellipsoïdal pour- 
raient-elles s’exprimer par les produits des fonctions in- 
verses de certains multiples des transcendantes (a, (3,7), 
appartenant au module h ou à un autre, avec ou sans addi- 
tion de compléments constants? Cette question a été agitée 
par plusieurs géomètres et entre autres par Jacobi. Diverses 
observations paraissent conduire à une réponse négative; 
telles sont les deux suivantes : 

I. Si la forme présumée existait, elle se retrouverait 
dans les deux systèmes des ellipsoïdes de révolution et dans 
le système sphérique; le facteur relatif à l’angle azimutal ' 

a, il est vrai, la forme cherchée; mais la fonction de 

l’ellipsoïde planétaire, de l’ellipsoïde ovaire, ou P (p) 

de la sphère, ne l’a pas et ne saurait la prendre : car cette 
fonction n’est pas égale généralement au sinus ou au cosi- 
nus d’un multiple de la latitude. 

II. Si tout facteur des fonctions isothermes de l’ellip- 
soïde était une fonction inverse, appartenant au module A 
ou à un autre, delà transcendante multipliée par un nombre 
constant, les solutions générales des problèmes de la mul- 
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tipUcatiou cl de la transformation des transcendantes ellip- 
tiques , montrent que ce facteur ne pourrait s’exprimer à 
l’aide des (A., B, , C,) que par une fraction algébrique; et 
les facteurs qu’il s’agit d’interpréter sont essentiellement 
dépourvus de tout dénominateur variable. 

Tout porte donc à considérer les fonctions isothermes du 
système" ellipsoïdal, et leurs facteurs, comme des fonctions 
nouvelles, ou différant de celles qui ont été découvertes et 
étudiées par Jacobi. Quoi qu’il en soit, ces fonctions sont 
clairement établies par le problème de physique mathéma- 
tique qui les a signalées, et dont elles expriment la solution. 
Cette origine même est leur définition physique. On recon- 
naît aussi leur définition géométrique dans le nombre infini 
de familles de surfaces isothermes algébriques , dont elles 
assignent les formes et les propriétés. Ont-elles encore une 
troisième définition, appartenant à la théorie pure des 
transcendantes elliptiques.^ Question épineuse et difficile, 
que le digne émule d’Abel et de Jacobi , dans la découverte 
des lois analytiques qui régissent les fonctions inverses, 
pourrait seul résoudre. 
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